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PREFACE. 


La principale difference entre celte edition et la pre- 
cMente consiste dans I’addition d’un Chapitre consacre 
aux proprietes des champs de vecteurs et dans un plus 
grand developpemcnt donne a i’etude des potentials 
newtoniens. Un Memoire recent de M, Schrnidta donn^ 
k cette detniere theorie un caractere de precision el de 
simplicite donlnousavonsete heureuxdc proliter. Nous 
y avons ajoute un leger apergu de quelques-unes de ses 
applications 4 la Physique mathemalique. 


G. Jordan. 



COURS 

D’ANALYSE 

1>E 

UECOLE POLYTECIINlQlIi:. 


SECONDE PARTIE. 

CALCUL INTEGRAL 


CHiPITRE I. 

L\T1:GH\LES INDEFIMES. 


1. — Integration des fonctions rationnelles. 

I, Soil f{^) uiie fonction de l<i variable iuclependante jc, 
laquelle resle oonlinne dans nu < erlaia inlervalle AB si jr est 
une variable reelle (ou svneclnjue dans nn rerlain dainaine E 
si jc est tine variable conipleve). 

Nous avons vn (l. I, n*^* 82 el 202) qu'il enisle dans cet 
inlervalle (ou dans ce doinaine) une infinite de fonctions 
admettanl pour dtbivee/(xj ou,ce cpii revient au inline, pour 
diff^rentielle /(x) dx, Ces fonctions diflerenl les unes des 
aulres d’une quantile conslanle, qui peut elre choisie arbi- 
trairement. Nous les avons ap|)elees les iniegrales inde/inies 
de f{x)dx el nous soinines convenu de les repr^senter par 

la notation Jf{x)dx* 

Jf. II. 1 




nnco^m partie. ^ chapitrb i. 


iSI 

Xi^objet du pi^seut Ghapitre esl I’^tude du problt^me sui^ 
^mi : 

Une fonction /(^) itant donnee^trouvet^ses intigmtes. 

% Nous avons determine dans le Calciil differentiel Ics 
d^riv^es d’un certain nombre de fonctions simples. Nous 
Somines par IS en mesure d'^crire iinuKidiatemeut Jes inte- 


grates de celtes-ci; 

on aura, par 

exemple, 

J* ^ cIjc =r 

(./ — a )'“»■' 
m -h 1 

-h const. 

11 

1 

log(.r — a) -h const., 

r dx _ 
J 1 -t- r* “ 

arc tango? 

-h const., 

r di 

arc sin r 

-r const., 

J 

J e"'*** (lx zn 

m 

const., 

J *sin ma dx z=z 

cosmx 

4- const., 

ni 

f cos mxdxz- 

sin mx 

-h const., 


m 


3. Pour inlegrer les diflerenlielles plus comphqu^es, on 
peul employer Irois artifices principauv : 


I** Decomposition en elements simples. — On met la 
fonction f{x) sous la forme 


ou C|, Ci, ,,. soient des eonslanles, ctA? ... des fonc- 
lions qu’on sache inlegrer. On aura alors 


//< x)dx= CiJ'fi{x)dx-\- Cl J'/t{x)dx ■ 




I5ft6BAI.ES l5DtP15IES. 


I 


a® Ini4gf'ation par parties. — Elle est fondle sur !a for- 
mule 

J <^{x)^^{x)€lxzz:(^{x)^{x) — j* i:^\x)^{x)dx^ 


qai rarnene le calcul de I’intcgrale de '^{x)^\x) k celui de 
riiit^grale de laquelle est parfois plus aisde k 

obteniir. 

Considerons plus g^n<5raleinent Tint^^grale 





IVapplication r<5p(^t^e de la formiilc prec^dente donnera 
successiveiiient 

^ dx ■=: cp ^ o' cfx 

rz o — y' -f. o'' 


cp “h . . . -4- — I )"*“■* 

~h (— 1 ) 9 ^ dx. 

En particulier, si 9 est un pol^jnoine de degre inf^rieiir 
a sera mil, et I’integiale qui figure au second meinbre 

se reduira a une constante. 

3^^ Changement de variable. — Si Ton pose 

K> 

(i) 

il \iendra 

/(‘^) =/[9{Ob dx=z^j\t)dt, 

et la difl‘^u'enlielle f{x)dx se changeiAi en /[^(O]? 

Si Ton pent troiner Tinlegrale F(^) de celle derniere, il^ 
suffira subsliluer pour t sa valeur lirt^e de liquation (i) 
pour obtenir I’int^grale de f{x)dx. 



. tRXHIIMK CSAattlB I* 

^ 4 ^ 

d^s fmctiom miimntlles* ^ 


^Soit 


0 xpre8Sio|i 


H 


i£) 

F(x) 


dx. 


iiA/{x) et F(^p) soul dcs polynomes entiers de degre m el n 
respectivcment* 

Soient A, ... les racines de liquation F(. 2 ?) 3 =:o; 
leurs ordres de multiplicittS respettifs; on potiw 
(!• I, 215 ) mettre la fraction donnee sous la forme 


/(^) 

F(x) 


M j-"*-" 

+ M, x'"-"-* H-.. 



A, 

1 . 1 


X — n 

(jr —a)* 


B. 



X — b 

+ + 

^ {x-bf ^ •• 

(a — /^)g 


la partie eIlti^;re ... se r^duisant d’ailleiirs a z^ro 

Si m< n. 

Chacun des lermes de Texpression ainsi cl<M‘ompos( 5 e est 
imm^diatement integrable; el Ton aura 


ffif} 

J F(^) 


dx : 


^ m — /I 4-1 
4- Aj log(.r — a) ■ 

4- B, log(x— b) 
4-. 


m — n 

A, 


4 ”. .* 4 " X 4-' con^'t* 

Aoc 


-... 4 - 


X — a (i — o^){x — 

Jk_ Bg 

X — 6 '' (I — p)[x — ai? * 


5 » Si les racines (i^ />, no sonl pas loules reelles, 
I’expression pr^cedenlc de TinU^grale sera compliqut^e d’iraa- 
gioaires; mais ii est aise de les faire disparaitre si les coeffi- 
N^ients de /(a?) el F(t) sont r^els. 

En eOet^ soil par exemple e/ = (i.“|-v/: tme des racinea 
tmaginaires* L’^quation F( ^) = o adrnettra la laeme conju«* 
ga^e |x r— v?‘avec le ineme ordre de mulliplieiit^ Solt h cetl^ 





m aura ^ 2 = a. Les coefficients A<, Aj, *•* scroni 
«les quantiles complexes telles que pi -f* f, p 2 4- q^h • • * 5 
et les coefficients B(, 6^, ».. seront les qaanut<5s conjugu^es 
pi — qii) />2 — •••• Cela pos^, on aura 

A, [og(^ —a)=:(/?,-4-^, 0 log(cr — ^ —vO 


el, comme .v — a pour module ^(x — jx)® -4v'-* el 

j>our argument 


il viendra 


— V 

arc lang- 

X - fJ. 


^ arc tang 



7 : 
—» 
2 


Ai log( j:* — a ) 

= (j^f^< 7 t‘) j^logy/t^ — fi)' 4 -'/- 4 -iarc tang 

Effecluons les multiplications et ajoiitons la quantite con- 
jugu< 5 e B,log<jr — />); les termer en i disparaitront et les 
lermes reels >eront doubles : il \iendra done 


At iog(.r — rr) B, log(:r />) 

— Pi log[(x ~~ V*] — 2qi arc tang- ^ -f* q^i:. 


La partie iranscendaute de I'integrale pent done se mettre 
sous forme reellc par radditioii de& tenues conjugues. On 
arrivera evidemmenl au meme rcMiltat [)Our la parlte ration- 
nolle en ajoulanl chaque fraction a sa conjuguee* 


6, Ajoutons ensemble les fractions simples rationnellea 
qui figure!)l dans rexpression (2); nous obtiendrons, en 
d^signant par r le uombre des raciiies distincles a, 6, ..un 

risultat de la forme 011 le dt^nominateur 
—a)* 

cst de degre a — i 4- P —-1 4-... = /i — r, et le niim^rateur M 
de degrt^ n — r — 1 au plus. 



^ PAllfIg. — €HAPITAK 1. 

\ ^ D’autre part, la somme des termes logarithmiques 
A, log(^ -«)-+- B, log(^ — 6) *4*. 
a pour d^riv^e 



Q d^signant le polynome de degr<i r 

Qr=:(j^ — a) (jc — />).,. 


el N un polynome de degre r — i au plus. 

Si done nous prenons la d^rivee de Tequation 
viendra 


F(^') 



(a), il 


n d^$tgnanl un polynome de degre m — r?, (jul existera 
seuleinent dans le cas ou rn ~ n. 


7 . Hcr/nite a fait cette remarque Interessanle cjiie, pour 
effectuer le ealcul des polynomes FI, M, N, F\ Q, il n’esl pas 
necessaire de r^soudre I’equalion F( j;) = o. 

En effet, fl esl le <|uolient de la di\lsion de/’(./ ) parF(or). 
D'aiitre part, on salt, par la tlieorie des racines egales, que P 
est le plus grand commun di\iseur de F(j:) ct de sa deri\ee 
(dlvist^ s’il} a lieu, par le coefficient de son premier lerme); 
il s^obtiendra done par de Niinples di\isions, Enfin, >i A est le 
coefficient du premier terme de F{a:), on aura 

F(x)=^/(a' — a)*(.r—PQ, 

dVti 


Q s’oblient done ^galcment par une division, 

Reste a determiner M etN de maniere a satisfairc a T^qua- 
lion 


fifl 

F(.t) 







mT«a«ALEs mufipiNies. 7 

MuUipUantles deux membres par F(ar) =r aFQ, il viendra 

/(a;) -lIF(.'r) = XPN XM^. 

Orf(x) — 11 F( reste de la division de f(x) par F(.r)* 
csl un polynome de degre n —i; il ea est de rn^me de 
chacim des termes du second ineinbre; car le dernier lerme, 
bien (|ue se pr^sentaul sons une apparence fraclionnaire, est 
entier; en efiet, V' ctant divisible par 

QP' est divisible par l\ 

vEnidenlifiant les deux membres de reM|ualioii prec<idente, 
on ohliendra un systeine de n equations lineaires pour deter¬ 
miner les coefficienls des poljnomes M, N; ceux-ci sonl 
aussi an nombre de //; car M et N sont respcclivernent de 
dogres n — /* — i et r — i. 

Nous pouvons ainsi, par des operations tonics rati(mnelles, 

decomposer la fraction en deux parties, Tune H 

N 

immediatemenl integrable, raulre — dans laquelie le denoml- 
nateur n'a plus que des racines simples. 

SI N est idenlicjuement nul,celte secondc parlie disparall, 
€t I'inUigralion est terminee. Dans le cas conlraire, la frac- 
N 

tion^ ne pent elre integreW* qn’en la decomposant en frac¬ 
tions sirnplcsS, ce (pii necessile la resolution de I’equa- 
tion (> = o 

8 . L’inl( 5 gration des fractions rationnelles pent encore etre 
pr(5sentf*e de lu maniere suivante. 

Nous a\ons \u (l. 1 , n** 21 i) que toiile fraction dont le 
dt 5 nominaleur est un produit de facteurs premiers entre eux 
peut ^tre decomposee en uno somme de fractions partielles^ 
ayanl rcspectivemenl ces divers facteurs pourdcnominateurs, 
Cela pose, soil la fraction consideree, et soient P|, p2> *.. 



n 




^ Its|>i»<)di^)ls <ies facteurs binomes x — a, x ,** <mi e^kn 
aux racines simples, aux racines dottWea, ^tc% 
lie F, de telie sorte qa’on ait 


F 




On salt (t, I, n**^212) que les lacleprs 1^, peuvunt 
Hre obtenus par des pp^rations rationnelles. D’ailleurs 
ebacun d’eux n’a que des racines simples; enCn ils sent 

f 

premiers entre eux; on pourra done meUre -p sous la forme 
d’une somme de fractions 


Mi 

p, 



quW aura a trailer isolement. INoiis a\ons done ramene la 
question de rmtegralion an cas d’unc fiaelion 

M. 

pti’ 

ou Ic denominaleur est une puissanre d un polynome P 
n’ajant que des racines snnples 

L’iniegration par parlies \a nous pcimeltie de laniener ce 
probleme au cas ou p. == i. Supposons eu eflet u >- k 

Le poljnome P etanl piemier a sa den\ee, on pourra de--- 
terminer deux poljnomes A, B tels qu’on ait AP-j- BP'= i. 
Ou aura done 

M _ M(AP-f-BP') _ AM BMP' 

pt* ~ piA "*■ PH 

l> I I 

est la dernee de — done, d’aprds 
la formula de I’lnlt^gralion par parlies, 



nrtfiaiiAi.ES nrDfimiES. 
«uiie, ea poiant pour abr^ger 


AM 


(BM)' 

i — ix 


= M„ 


M _ r BM 1' M, 

PK- ~ 1 (, _ jx) PIA-«J pit-i’ 


9 


et eii integrant 


/b‘''= 


BM 



Ml 

pjt-i 


dx. 


On a ainsi ramene le ralcul de rinU'^grale chcrchde a celui 
d’unc int<^grale analogue ou Texposanl de P est r^duii d’une 
unil4. En changcant p. en p. — i el M en Mj dans cette for- 
jmule, on Irouvera de m^ine, en posanl 


AM| 


/ 


M 

p(i -1 


fix 


(BM,] 


BM, 




(a^p)Pi^- 


r M* 


el ainsi de suite, juscju'a ce que IVxposant de P soil reduit h 
I’unile, atiquel cas on de\ra recourir a la deconiposilion en 
^l«5inenls simples, qm donneia la parlie logarilhmique de 
J’inlegrale. 


9. Proposons~nous, eomine exemple, d’int^*grer Fexpres- 
sion 


f(x) dr 


11 sera utile de cominencer par iin changeinent de \ariables, 
^ en posanl 

rr -f- (3 ^, d’ou dx =. ^ dt* 

On en deduit 

f f{x)dx 

S<5parant dans Ic numchafeur les tenues de degr^ pair de 
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ceux de degr^ impair, on pourra le mettre sous la forme 

L’integrale cherchee sera done la somine des deux sui- 
vanles : 


r 9(n ,, r <p,intdt 


f^our inl^grer celte derniere, posons 

14-^*—//, d’ou itdtzzzdu^ 


elle deviendra 




Cette expression se decompose en uue soinme <le termes 
dont chaciin, etanl le prodiiit d'un(* conslante par uiir puis¬ 
sance de w, esl imtn(^*diatemeiit integrahle. 


Passons a Tintiigrale 




Posanl I 4- /«, il viendra 

(I 4- 


_i__ ^ . 11 


n etant un polynome en /, qui s'integre imniediatemenl, 
L’inlegrale des an Ires lerrnes sera 

alji,4- 4-... 4- «5x~i It' 

si I’on pose pour abreger 


( 14 - 


Appliquons a cette integrale la formule de reduction du 



INTjgfiRALES i:Nt>£PlNIBS. 


1 t 

num^ro pr^c^denl. On a ici 
M=.i, 


Oe dernier polynoine est \\6 a sa d(^»riv('*e P'=: it par la rela¬ 
tion P — ^ ^P'rr: I . 

On aura done 



A =11, 

ot, par suite, 


M.=: AM — 

(BM)' 1 _ 21X-3 


1 — ;jl ■>(! — jx) >_a — >’ 

d’ou 


1 ,. ^ -_ 

_ ^ 1 1 

(2{. 


I^ar eelle fonnule de reduction, on ramentua su((e>si\e- 

ment le raleui dc 
miere 

tout(“s (•<'s inlegr.iles a celiii (!<' la j>re- 

I. 

r ,u 

~ 1-: ~ arc lan"<. 

J ° 


iO. On peut souNcnl simplifier not,ibleinent l'iiil(‘f;ialion 
des fractions rationnellcs par iin changernent de \anal)le. 

Supposons, par exciiipic, que la foiK tion ’* mtegrer 
piiisse se rneltrr sous la fonne 

m clanl un entier queleonque. 

Si nous posons ^"*=r d'ou m /"* ^ dx = dL <>n auia 



L’inlegrale cherehee se Irouve dour ramenee a 1 mlegrale 
plus simple ^^[t)dt. 


JSxemple- — Soil k integrci I’exprcssion 


a * 4 - 



$tC6»D« PMttS. ^ OHAPITIIE i. 

Cette expression pent s’^crire 

—-7-—— x"*“^rfx= --- —»: ■ 

x'"(a- 4 -/ 7 j 

Son int(!grale sera 

•~[log^ —log(a- 4 ~&/)] 4 -const, 

-^ringx'" — iog(a -f- 4- const. 

atn^ o ov /j 

Le cas qui se presenle le plus sou\enl esl celui ou la fonc- 
lion i(x) k inlt'grer est une fonclion iiiipaire. 

Lorsque cela aura lieu, il esl clair que sera une fonc¬ 
lion paire, laquelle ne dependra, par consequent, que de x*. 
On aura done 

el Fon pourra appliquer la simplification precedenle (m <$tant 
ici egal ^ 


11 * Signaloiis encore le cas, assez frequent dans les appli¬ 
cations, oil Ic nunierateur f{^') de la fonclion a integrer ne 
diflere de la deri\<^e du denominateur que par un facteur 
constant a. On aura imniediateinent 


J P{-^) 


foVi 

J l’(-- 


or) 


dx a log F(x) 4~ const. 


II. — InUgration des differentielles alg^briques, 

12. Consid^rons \intefertile abelienne 

y* f{x,y)dx, 

oil / de^igne une fraction ralionnelle de x el dej^; celte 
demii?re quanlit<5 elant elle-m^rne une fonclion alg<5briqiie, 



INTfiQIIALeS 


t3 


4i^ie par une Equation 

F {x,y)=.o. 

Sliacoiirbe caracK^ris^e par celte (Equation est unicursale, 
<ifl ponrra exprinier x ci y ralionnellement au mojen ^Fime 
uotivelle variable t. Soil 

d^ou 

dx dt. 

Prenant t pour nou\elle variable, Tintegrale dcMendra 

el se determinera sans difficulte, la fonction sous le signe J 
^tant dcvenue rationnelle. 


13. Exemples, — f. Supposons qiie y soii delini par 
I’^qualioii 

\ r'"' -K B IJ -f-... 4- L :y 

^ 1 -4- bry , 4 . A — o. 

Posons recjualion, dcd)arrassee dii laeteni com- 

mun donnera 

_ A 

d’ou 

A r'*4- Br"-*'4-. . . -f- L ’ 

On ponrra done inlegrei loute expression dc la foime 

f /(.1 )'/•*• 


i4. 11. Considerons Tiniegiale 



m X 4 - n 

X 



mx 4 - n V* 
X 4 - «'/ ^ 


m X 4“ n 
m*X H n' 



dXy 
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x>\i w, fij m\ nJ sont des conslantcs, , des nombres 

commcnsurables, et / une fonction ralionnelle. Soil [x le plus 
petit multiple des d^nominateurs de a, b^ .... On posera 


d’ou 


,z 


m *r -+* n 
m'ar 4 - n' 


— ft 


dx = 


mn !— nm* 
— m) 


dt. 


Subhtituant, I’lntegrale dc\ient 





n '— n \ mn ‘— nm' , , 
m '— ni) ( rn' — m ^ ^ 


oil tout est rationnel, [jl, ul^, a6, [xc, ... <Haiit des entiers. 


lo. III. DiJJ'erentielle binome. — On donne ce nom a 
Texpression 

-K bx^^Y dx^ 

oil m, tiy p sont des nombres commensiirables et a, b des 
conslantcs diHereiUes cle z^ro. 

Posons 

d’ou 


1 I 



Subslituant ces expressions, et posant pour abreger 
rn ~h 1 


la diff'erentielle sera transformee, a un faclcur constant pres, 
dans la suivante 

r/(i — ty dt, 

qui ne depend plus que des deux parametres p et q. 

Cette riouvelle diflerentielle peut ^tre rendue rationnelle, 
d’apri^s le numt^ro precedent, dans les trois cas suivants : 

P' Si/> est entier; 



INTfiORALliS 


l 5 

2 ^ Si q est enlier; 

3® Si /? •+• y est entier. 

En effet, dans ccs diverses hypolluNes, — t)f^ sera res* 
peclivement le produit d’une fomtion rationnelle de t par 
tine puissance fraclionnaire de Tune des trois cjuantites 

I ^ } . ... J ,, toules com puses dans la forme generale 

nit f- n 
ni' l n 

En dediorsde ccs irois ca^ d’lnlegiabilile, la difir^tcnlieJIe 
binome ne peut ^lie i endue lalioniielle, ft son intcgiale 

1/7=^ j 

reprt‘sentera une lianscendanlc noinelle 

16 La decomposition en fitments simples el I’lntf gra- 
tion pai pailios lournis-^eiil aisemenl dt s relations entie ccs 
integiales. 

En edct, on a tout d’abord 

(1) 1/-/—J — 

InUgiant, d'autie part, 1 idenliti 
(r — 0 ' (r/ -I- !)/v(, — 

il vienl 

( 2 ) —0^- 

Eliminons entre les ecjuations (i) et (a), il tienl 

(3) ip ~h cy -4- — t)P 

et, en changeanl /> en /; — i, 

Ehmmons, au contiaire, et changeons /> en />-+- J ; d 



t6 Bmmm n 

( 5 ) {p^ 9 ^ 

e\f, en changeant q en q —^ i, 

(6) (^p^q^i) j _ ^)p4-t^ 

Ces formules pcrmeltent de ramener la recherche de Vin^ 
l< 5 grale Jp^ a celle d’une int^grale de m^me forme oft 
p\ soient ^ o, mais “— i. 

En effet, si /? <;— i, la fonnule (4) ram^nera le caleul de 
Ip^ k celui dc repelant celle reduction, on finira par 

arriver k une integrale ou Ic premier indice est ^— i. 

Si q <; — I, la fonnule ( ">) rainenera de memo Xp^q a 
r^it^rant celle r^^duclion, on arm era a une integrale oft le 
second indice est ^— i. 

On est ainsi lamene aux inlegrales oii/>^— ^ 

Dans cello hjpulhese, si Tun des indices p ou q est positif, 
p^q-i-i ne sera pas mil, ct Ton pourra, an ino\en de la 
formule ( 3 ) ou de la fonnule ((>), I’ahaisser d’unc unite, et 
ripeter celle operation ju>([u'a ce (pi’il devienno mil ou 
negatif, mats >— r. 

Supposons done que p et q soient tons deux niais ^— i. 
Si p = Oy inais </ ]>— i, la loi mule ( ^)) (pii se rediiil a 

(7 ■+•0^07= 

-donnera Tintegrale cherchee, T)c mt*ine, si /> !> — i, </ =: o, 
I’int^grale sera doniiee par la fonnule (6 ), qui sc leduit a 

Enfin, si Fun des indices p et ou tons les deux, sont 
4gaux k —1, on se trouvera dans un cas d'lntdgrahilite, 
mais les fonnules de reduction scront impuis&antes et, pour 
^^alculer Finl^grale, il faudra recourir a un changemenl de 
varial>I(f qui rende la difft^renlielle ralionnelle. La reduction 
nperee n’en aura pas rnoins ete fort utile, eu simplifiani 
i^elpression de la diff^^rcnlielle $ur laquelle on doit op^rer. 



Il<<T£OliALfiS INO^FINIES. 


*7 


17 . IV. Coniques. — Soil proposi^ I’int^grale 

J f(^,y)dx, 

Oil f e&l une fonction rationnelle, et ou y sont li< 5 s par une 
-Equation du second degr^ 

F( ^•,y) ~ o. 

Soieiit [X, V deux constanles quelconques liees par I’^qua- 

tion 

F(]X, V)=:: 0 . 

Si dans rtJquatioii F t= o nous rempla(;;ons r, y par 
— a), v-j-( >' — v), elle prendra la forme 

a(x — ij.) 4 - ^(y —v) 

-h c(x — {J.y r — p) ( y — v) -h e( K — v)*n:: O. 
Posons 

y — v_-/(/ — p). 

Subsliluant ol supprimanl le facleiir commim x — p, il 
Tienl 

a ~t- hi -f- (c -T" dt “T ('C ") ( ^ — P) — o, 

d’ou 

a ht fl 4- ht 

^ c -h dt -t- el^ e -+ dt -4~ et^ 

La relaliou F = o cst done unicuisale. 
fi'inlerpretaliou georiKlrique aisee. I/equalion F = o 
repre^enle une eoinque; (p, v ) un point arbilraire de celte 
eourhe \ y — p ^(r — u ) une ^>1 cante inenee par re point; 
t son coefdcient angulan e , r, y lt‘s < oordonnees de son second 
point d’inlerbcc lion aver la (ourhe. 

18 . Considerons le cas limite ou It* point (p,v) est pris 
a Finfini; soil 

o=LF(ar./):r::i(y-+-}ar)(y 4->, O -+-3£/4- 4-y 

J 11. 


a 
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iMqtialion de la couiique* La s^caaie, sera paralllde A tiM 
asymptote, et aura pour (Equation 

jr 4* 7 X t, 

Substituant dans F==: o, il \iendra 

^ ^ t ^« y 4“ (3 X' 4- y =3 o. 

Ces deux Equations lin^aires donneront x ei y eii fonction 
-rationnelle do r. 


19. Soil {»ar exomplo a calouler rintc'^grale 
r_ djt 

J \/A.x^ 

Posons 


*dx 

y* 


J \/Aa:**4-2B ^ -h C 

~ A X* 4~ 2 Ba’ 4“ G. 

L’inltSgrale de\ienl 

/• 

Coupons la conique par une droite 

} - 4 - r\/Kz=zt 

parallele k une des asvmptoles; il Nieiidra 

(t — r yGV )* — A X ^ 4- 2 B4- C, 
et en diflerenliant 


(/ — X \/K) dt zzz {t\J7i 4- B) djL^ 
y dt z=z{^t \J k 4 - B ) da', 
dx _ dt 
y t 4~ B 



= —:log [^v^4- B] 4-const. 

sjk 


log j y sfk 4- Ax 4- B] 4~ const. 
sfk 
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Si A cst n6gatif^ cette formule contient des imagi- 
Get inconvenient esl inevitable si B-* —AC<;o, car 
le radical k integrer est imaginaire quel que soil 

Idais si —AC > 0 , on obtiendra I’inlegrale sous forme 
redlc en operant comme il suit: 

On a 


A ^ 2 B a; 




A 


Posons 

d’ou 


A^ 4 -Bn. /V^B — AC, 


c/z m 


V/B' — AG 
A 




L’integrale dcvieiil 




y/B^—ACc/^ _ 

AG)(*~-G) 


— A 


1 

r (It 

v'- V 

J 

I 

-7nA 

1 

arc con^l, 

A j B 

aif sirj — 4 -const. 

V- 

V H*-AC 


21. Suit encore a mtegier l’exJ)re^slOu 

f/t 


/; 


Posons 


O' — y) \ r -f- 2 1^ ^ f- C 


V n: y/A pi’ f- > fx -f* C. 

Le point (jjt, v) eiant 11 n point de la conique 


f zn A / *4- 2 B 

on rendra ralionnelle la fonction a iniegrer eri posant 

—p), 


d’oii 

( 7 ) 


— p) 4 - 2 v/ = A(x 4 ~ p) 4 - aB. 
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G^Ue iquatioo, diflferetili^e, donnera ‘ 

[a/(^ — ju) -H av] rf/ 4- (/* — A) rfj? =r o, 


d’oii 


et 


a dt 


dx 


_ dx 

/*—A'~'/(d: —|x)-+-v‘*^ y 
dx 2 dt 


(^—v-)y A)(a?—|x) 

Mais r^quation ( 7 ) pent s’ccrire ainsi : 

(/*— A){x — |x)~2Ap.4-2B — 2 V/. 

/ dv 

-:—^ sera done egale a 

f H - iT^ - ^ — Au. — B) 4- COni>l. 

J Ap -h B — y ^ ^ 

22. Remarque. — L’int^grale 

^/{^x,\[ax b. \1 CX -f- r/) r/j', 

Oil f est une foiiclion ralionnelle, se ramene a celles que 
nous venons de trailer. 

Posons^ en effel, 

\Jax -H = /, 

d'ou 

—b j 7Adt 

X riL-) a JC "JL -- 


L’inlegrale deviendra 


^ dt 


expression qui ne contient plus qii’iin seal radical. 

23. V. Cubiques unicursales. — Elies ont un point 
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at 

douMe (p, v), Leur ^qualion g^n^rale sera 

Pj(^ — — V) 4- P^{x — ft, 7 — v) = o, 

PsyP^d^signant des polynomes homogenes de degr^s respec- 
tifs a et 3* 

Posons 

y — y=:t(x — p.). 

Substituons et supprlmcms le facteur commim (:r — p)*; 
il vienl 

0 — = 


d’ou les valeurs rationnelles en t 


P,(i ,0 


t 


P »(>,0 


24. VI. Quartiques unicursales. —Elies ont trois points 
doubles, et leur equation generale est 

F(AB,BG, C4)=:o, 

A, B, C etant des expressions lin^aires 

A = a X 4- 7 -f- e, 

B ir X 4 b'y 4 c', 

C^a^'x-hby-hc^ 

(dont le determinant ne suit pas nu!) et F une fonclion homo- 
gdne du second degre. 

En effel, I'^quation ci-dessus represente une quartique 
ayant pour points doubles les trois soinrnets du triangle 
forme par les droiles A, B, C. Ces trois points sont arbi~ 
traires comme les droites elles-memes. 11 y en aura deux 
rejet^s a I’infini si I’une des fonctions lineaires se r^duit 
a une constante. 

D’ailleurs, c’est I’t^qualion g^ndrale des quartiques qui 
admeltent ces trois points doubles; car leur presence assu- 
jeltit les i5 coefficients de la quartique generale k neuf 
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conditions; restent 6 arbitraires; c’est le nombre dcs coefB- 
cients <Je F. 

Pour obtenir la representation param^lrique de la coarbe 
ci-«dessus, divisons son Equation par A*B*. Nous obtiendrons 
une <5quation du second degre, non homog^jne, enlre j et g* 
Cette relation esl unicursale (17). On pent done la rem- 
placer par un sysleme de deux equations 

9. 9l(0 C _ 

A <p(0 ' B 9(0 ’ 

De ces Equations, lintSaires on or, on dt^duira leur expres¬ 
sion en fonction ralionnelle de t. 

Nous avons implicitenient siippost^ quo les trois points 
doubles etaient r^^els. Si deux d'enlrc cux sont imaginaires 
conjugu^s, il en esl de meme des cotes opposes du triangle. 
, Soil done 

A = M 4- Nt, B rrz M - Ni, C reel; 

F sera quadratique et homog^ne on MG, NC. 11 

MG NC 

existera done entre rr;—^ une relation quadra- 

M*-+* N* M*4- * 

tique, qu’on peut rcmplacer par deux equations 

MC _9,(0 NC 

M-4-N* 9 ( 0 ’ M-^-f-N*"^ 9 ( 0 ‘ 

On ddduit de celles-ci les deux relations 

M Oj 4 ~ N 92 = 1 : Co, M 92 —Noi 

lin^aires en y, qu’elles d^termineront en fonction ration- 
nelle de t, 

25. VI. Leinniscate, — Elle a pour Equation 

(8) (.r2 4-jK*)*=a*(^’—y*) 

el rentref dans le type pr^ciident en posant 

A rr 4- ly, B = ar — ly, 


C = u 
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Les points doubles sont Forigine et les points circulaires k 
finfini. 

Pour expriiner jr, y en fonction rationnelle d’un para- 
mfelre, on pourrait emplojer le proccklr ci~dessus.Mais nous 
appHquerons de pn^ferenre la mrlliode gern^rale indiqu^e au 
Tome I, 608. 

Nous aurons a couper la courbe doniiee, d’ordre 
par un faisceau de courbes (Fordre ^ —2 (eoniques) passant 
par les points doubles (cercles passant j)ar Forigine) el par 
un dernier point fixe pris snr la lemniseale. (Nous choisirons 
le point X r=: y = o.) 

L iquation de nos cerrles sera 

( 9 ) I y - o. 

Cbacun d’cux coupcra la leinnisc ale eu 8 points, dontimseul 
depend de t, Cberchons s(‘s coordf>nnee<i. 

De ( 8 ) el ( 9 ) 011 tltkluii 

(— cfx 4 - ty)’r^ 

Oil en de\elop[>anl et Mip[)rinianl le faeteur 

— 2 al r ~ V* 

7f7( r 

y^nr:?' 


Substituanl dans ( 9 ) el siippriinnnl le lacleiir .r, il \ient 

I 1 }al^ 

On a ainsi deux equations Imeaires pour determiner s 
et 7 . 


26. Integrales elliptiques et In percHipliques, — Les 
integrates 

ou /est une fonctlonjrationnelle et X un polynome en x de 
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<iegr4 sup^rieur 4 a, ne soni pas en g^niral r^ductiblea 
eomme les pr<5cedeiites aux fonctions <5l^mentaires. Ce sont 
des iranscendaaics nouvelles auxquelles on donne le nom 
di^intigrales elliptiques si /i=3 ou4) ^^inUgrales hypcr^ 
elliptiques si n > 4* 

Proposons-nous d’^ludier ces transcendantes. 


27. Lemme. —- Toute fortetion rationnelle rfe x et y/X 
peut se meltre sous la forme — S, on R et S sont des^ 
fonctions rationnelles de x. 

En effet, y/X ajant pour carre X, qui esl rationnel en Xj 
loule fonction entiere dc x et y/X sera evidemment de la 
forme 

P-+-Qv% 


oil P et Q sont entiers en x, 

Une fonction rationnelle, (5tant le quotient de deux fonc¬ 
tions entieres, sera de la forme 

P -f- Q y/X 

Pi-^Qiv/x’ 


ou, en mullipliant au numerateur et au denomlnaleur par 
Pi —<^VX, 

(P.(j-PQ.)s/X + P[>.-OQ.X . c 


M et S etant rationnels en x. 


D’ailleurs, 




R ^tant ralionnel en x. Le tlieorerae est done demontre* 
Celle fonction aura pour integrale 


/•R r 
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L’mt^grale J s’^bteiiant par les m^lhodes pr^c^dem- 
ment expos^es, il ne reste k ^tudier qiie la premiere inle- 

gr^e J ^ dx. 

28. On pent ^videmment supposer que K n’a que des 
racines simples; car, s’il conlenait un facteiir double, on 
pourraii le faire sortir du radical. 

Cela pos^, on sail que la fraction ralionnelle R pent ^ire 
d^compos^e : en un polynome enlier 0; 2 " en une somme 

de fractions de la forme ou P est un polynome entier 

n’ayant que des racines simples. 

Soil D le plus grand rommun <livlseiir de P et de X, el 
soit P = DP| ; P^ sera premier a I) el a X. La fraction 

M M 

pourra done 6tre decomposee en deux aulres ayant respecti- 
\ement pour dtuiomiiialeur P^ el Dl^, 

Nous auronsdonc a considerer irois sortes d’integrales : 

I® Des inlegrales 

r M^x 

J V\^s/x' 

ou P est premier a X ; 

‘ 2 ^ Des inlegrales de m^me forme ou P divise X 
3® Des inlegrales 

riidr 

J ^/x ' 

oil n est un polynome enlier. 

29. Considerons les inlegrales de la premiere sorle : 
P ^tant premier a I*' et a X, on pourra trouver deux poly- 
nomes A, B tels qu’on ait 

AP-HBP'Xm, 
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par suite, 

. -M_ M(AI>4-BP'X) _ am ^ML^r 

Pl^s/x" Pi*v/X ~Pl^->v/X 

P' I 

Or, SI u > 1, rTTi est la d6riv6e dc;--nr-; • On a done 

‘ 'PH- (l — jji)PH“l 

nM,/YP'_r «Mv/X r_ (BM\/Xy 

^ Pl* ” [(i-fi)PM-* 1 (,_pt)P(‘- >' 


D’ailleurs 


(BMs/X)' = (BM)'v/X ■ 


BMX' (BM)'X-^-BMX' 


Si doac on pose, pour abrdgcr, 


il vieiidra 


(BiM)'X -f. IBMX' 

AM- - -— M„ 


r BM s/X ]' , M, 

p^-Vv’ 


Pi^v/x L(* —pi^-Vx 

Integrant celtc equation, nous aurons la fonnulc de reduc¬ 
tion 

rWrfx _ BMv/X rM,dx 
J P!"\/X ~ ' VPi--‘v/x’ 

Par rapplication r<$p^l6e de cetie formule, nous aurons 
finalement 

rUdx h\/K r^Sldjc 

Jpi^v'X ~ V Py/x’ 

L et N ^tant des polynomes enliers. 

La division de N par P donne d’ailleurs 

P=n,-(-^, 

Hi 4tant an polynome entier et p ^ln reste de degr4 moindre 
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qjie P; on aura done 


rMdx _L\/X rilidx r^dx 

J Pt^ “ Pi^ '^J iJX '^J Ps/X 


30. Passons k la cousidtJration des intcgrales de la seconde 


rMdr 

J Vv-Jx 


J Vv-sfx’ 

ou P divise X. Soil X= PX,; I’ clanl premier a P' et a X,, 
on pourra determiner deux poljnomes A, B tels qu’on ait 


AP BP'X, -^1, 


et par suite 


^-(AP-t-BP'X,) 

p^n/x 

^ BM v/X7-l^. 

UL--- U. - 

P*^ 1> 

Or on a, jioiir loute valeiir posiliie de a, et meme pour 


P^ ’ P- * 


€t par suite 
BMv/X^-i-j 


BMy/X, Y (BMy^'i)' 


~ BMy/X I ^ 


(B\l)'X,-+-^BMX; 




P^ Jy/X.rirPl^-'v/X. 
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Si done I’on pose, pour abrdger, 


(BM)'X.-t- -BMX; 

AM- - -= M,. 


it viendra 


M 


' BMy/X - 


pi"v/x 


M, 


Pi^-' v^X 


el, en integrant, on aura la formule de reduction 


A 


P!*V/X ' 


BMy/X 


M, dx 


(j-l*) 


1 >{A 


. fhl 


v/X 


En r^petant cette reduction jusqu'd ce que Texposanl de 
P s’annule, on Irouvera un resullat de la forme 


/i 


M 


Ly/X 


/ 


ll, dx 


L et 112 ^lant des polynonies enliers. 

31. II nous reste a etudier I’int^gralea laquelle on 

pent reunifies termes de in^me forme j' > 

de la reduction des inlegrales dej^ trailees. 

Soil n = OLX^ 4- 4 


provenant 


; on aura 

rndx , - 

J — al//i 4“ lw,-i-h. 


en posant 


=/ 


dx 


II est aisd de trouver une formule de reduction pour les 
intdgrales Ia. Soil, en effet, 





^9 


On aura, X d^signant un entier quelconque 50, 

- x>'\' 

^ _ 

€t en integrant 

x' = a f X -h ^ w') Ix +■ b h+n-i -(-..., 


formule qui ram^inera Tintegrale aux inl^grales I d’in- 

dice moindre. 

Par Papplication rtipetee de cetle formule, ii viendra 


nidx 

J 


■ ^0^0 ‘ ^ rt -2 ^/ i -2 s /^') 


ou ^ est un polynoine entier. 

On voit done que I’integrale f , ou R est une fraction 

J V X 

rationnelle qiieleonque, se reduit : T' a des lermes alg(j- 
briques; 2 '* a une eomhinaison liiieairc des inlegrales Iq, .. 
bi-. 2 ; 3'* a des integrales de la forme 


J PvX 


ou p est de degre moindre (jue P, ee dernier polynome etanl 
d^ailleurs premier a \, el n'ayanl (jue des racines simples. 


32. Jusqu ici nousn'avons employe |)our la reduction que 
des operations puremcnl ralionnelles; inais si, maintenant, 
nous rt5solvons Tequalion algebrique P ~ o, nous pourrons 

decomposer ^ en une somme de fractions simples 
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Si 4 oac nous d<Jsignons par Fint^grale 


nous aurons 



dr 

—v'x’ 





Les seules traiiscendantes nouvelles obtenucb par TintiS- 
gration des fonclions rationneiles de x et de y/X tonl done 
les n — r inl^grales lo, I,, I,, et rint^grale 


33 . La m^lhode de r( 5 duetion que nous \enons d’exposer 
pent e^tre appliquee avec a\dnlage au cas ou X esi un poly- 
noiYie du second degi^ 4 ^"^+ aBjj -f- C. Elle ranifene le pro- 
bleme de Finl^gi^alion «\ la recherche des deux intc^grales 
particulieres 



dx 

2B.r 4- C 


et 


fljz: 


dj 


(x — p) \/ A j ^ -H 2 B r 4- C 


que nous avoris obtenues. 


34 . Si le degre de X est iin nombre impair 2 /j-~hi^ les 
integrales 1 sent en nornbre up. On les partage en deux 
classes : i® les irfiegrales de premiere espece 

lo? Ill • • •* l/>-i 

et les integrates de seconde espece 

’ Ip- Ip-f-J > • • • 7 Lp—1 • 

Les premieres s’annulent et les aulres de\iennent iiifinies 
pour iP = 00 . 

Soil, en effet, 

X = 4- .... 






v/x 


: X 


lx 


a 


On aura 



tij m integrant, 
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k^p+-l 


h' 


X 


-h.. 


*x 


-P-- 


d^veloppement qui inonlre qiie, pour :r = oo, e&t cle I’ordre 
k — /> +1^. II sera done mil si k <i /?, infini si k ^p, 

Les inti^grales se nomnicnt integrates cte troisierne 
espece. 


35. Le eas ou \ est un polynoine de degre [)air pent se 
ramcner au precedent, comme nous aliens le faire \oir. 

Soil 

X -- A(.r — a)( - y) • • • 

im poljnonie de degre y/>. i^osons 


X — a 


f. 


d’ou 


X -r- 


a 


— (,-0- ' 


X — 

On aura 


I — t 

<x — j3 

7 — 7 


r — c/ ^ t 




•/ + (y —(5)/- 


v^” — y -+- (y — .^)e ■ • •• 

l\ dx -n- T dt^ 


T <5tanl unc foncliun ralionnelle de t. On \oit que la subsU- 
lulion a rt^duit d’une unite le degre da polynonie sous le 
radical. 


36. Dans le cas parliculier des integrales ellipliques, le 
polynome sous le radical pourrait ainsi etre abaisse au troi- 
si^me degrtj; inais on pr(?fere, parfois, employer une trans¬ 
formation un peu diff'erenie, par laquelle ce polynome sera 
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le produit de deux facleurs r^els du second degr4, ne conte^ 
nanl que des puissances paires de la variable. 

Supposons d’abord que X soil du troisieme degr<5. Soil a 
Tunc des racines de I’equalion X = o, on aura 

zr \/A {o! — a) - 4 - -h q). 

Posons 07 = a + il viendra 

y/X zri i y/ A [ (a Hr )* H- />(!3CH“/*)H“<7j' 

On se iroiive done rainene au cas oii le polynoine sous le 
radical est du quatrieine de^re, cas que nous allons trailer. 

Si X a ses coefficients reels, requation X = o aura au 
moins une racine reelle. En la prenant pour a, la transfor¬ 
mation qui vient d’etre indiquee sera r(5elle. 

37. Supposons mainlenanl X du quatrieme def;re. On 
poiirra ecrire 

y/X =: y/A(x*H- p^i H- 7 ) (o* H~ /->'.r H- < 7 '), 

Pj <7,/>S (/ etant reeK, si \ a ses coefficients reels. 

Si /? = y/, on fera disparaitre les puissances juipaires de la 
variable en posant jc — t — ^ 

On obtiendra le ineme rcsultat, si p p\ par une substi¬ 
tution de la forme 

_ > H- p/ 

‘ I H- ^ 

Celle subslilulion donnera, en effel, 

yY_ ^ . /A [(A H- pO* vO P-0 (* “1- O ^ ^ 0* 1 

^ (1 H- 0^ V X [() H- p/)® H-/> (/ H~ pO 0 

Les iermes du premier degre en t dlsparailront dans cbacun 
des facleurs sous le radical, si Ton pose 


2>/JL H- /? {>. -4“ fx) H- a/7 rr: o, 

-r /7'(X -4- p) H- 27 'rr O. 



INT£GRALES INO^FINIES, 


33 


(J — (f 
— '> - - -y 

p—p 

qp'~^p(f 


On didult de ces Equations 

X H-- /JL =r 

)p “ 

P - P 

Done A et jji seront le^ racincs de requatioii 


Ces racines seronl recdles si Ton a 

{q — q'f -(7/"~W')(/^ -/^')><> 
Oi, si Ton appelle a, [:i les raciiie'^ de requatioii 
/ ^ -H /> / *- Y ~ o, 

Y, 0 celles de re(juatioii 

/ M" // ^ -r- ((' o, 

on aura 

p — ( 0 ^ — (3), q - yl). 

P — i/ ^ 5 ), ^ 0 . 


Subsliluaut ce^ ^al(‘u^^ dans rtHjualuui de < ondition preceS- 
dente, die de\ lent 

(a^3“- /d)^ i [(^ r* j)yo — \/ +-d)yl]{7 t- 7 '~-d)>o, 


on 

(y -f-dja-f-ydli;^^ {y o)pyo] > o, 

on enfm 

— y) (a — d) (j3 — y) (j3 — d) : ’ o. 

Cette condition sera netessaiieinenl satisfaile si les qualre 
quantiu's a, jS, y, 3, on seulemenl deuv d’entre dies, % et [i par 
exemple, soul iniaginaircs; car les quatre facleurs du produit 
seionl conjugues deu\ a deux, et le produit de deux imagi- 
naires conjuguc^es est une soinme de deux carres. 
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/ Si a, jS^ Y» ^ r^els, on pourra sapposer ladi^eoili- 

de X en deux facteurs, eOeclu^e de telle sorte ijiie 
ies racines a, j5 du premier factear soient plus grandes que 
les deux aulres yet S. Chacun des facieurs a —y, a-^6, 
^ ~y, [i — 8 ^tant posilif dans celte liypotWse, la condition 
aera satisfaite. 


38, Les intt^grales elliptiques peuvenldonc dans tousles 
<ias se ramener, par tin cliangemeni de variables qui sera 
r<iel si X est lui~m4me r4el, a la forme 


j 


'F( r) til 


ou F(4;) est une fouoiion rationnelle, et \ un polynoine de 
ia forme 0) (a'x^-h b')- 

Celle expression pent s'ecrire 


u 




V 


/X 


dx 








dx. 


Mais F(^) — FV — jr), elanl une fonclion impaire, sera de Ja 
forme bi done on pose dans la seconde integrale 

d\)u 2 ,x dx di^ elle dcNiendra 

I / * q( 1) df 

\ J {at b) {a t b ) 


expression qui pent s^mtegrer par Jes methodes de la section 
precedente. 

II ne restera done a 4tudiei <jue la premiere integrale, uu 
le numtiralcur est une fonclion paire, 

^[F(t) 4- F(—.r)] = Kx’). 


3ft, Nout ^uroiis divers cas a distinguer dans celte cHude, 
^uivani les signes a, 6, a\ b\ 

Supposops d^abord que a et 6 soient de signes contraires. 
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Ou pourra siipposer ^ o, a <C o; car on ne change pas X 
^n changeant siinultanement les signes de a, a\ //. 

Ce cas se subdivisera, d'aprcs le signe des quanUt<5s 
en qualre autres : 


i*‘'cas. . 

a < 0 

h > i) 

a'd o 

// > o 

2® cas . 

a < o 

h > 0 

a'd o 

h'do 

3« cas. 

a d o 

h >* o 

a' >- () 

//>o 

4* cas.,. 

a d o 

h >> o 

a' > o 

// < o 


Si aet b sonl de metiie Mgne, on devra suj>[)(»ser (!*galement 
cjue a! el h' sonl de meiiie signe ; si non, en ochangeaiU a et b 
avec a' el h\ on relombcrait sui les fas pnu ('*d(‘nls. Comme 
on pent d ailleurs snpposer h posiiif, on ii'aura (pie deux cas 
a distlngiier : 

*)‘ cos. . . (f >> <) 6 " ' 0 a' (y V o 

1)'' eas . (7 >- <) hz> i) }/ do 

Ce (hornier cas, on le ladical \ \ sera imaginaire quel que 
soil se raniene iinnu’dialeinenl an c in(pii(l‘me en faisant 
sort I r du radu'al le fa( teury'^ — i 


iO. Resle a (‘xaininer les (as i, 
lainoner les uiis au\ autres. 
IVisons, en eflel, 

a 1 ^ ^ h 

d’oii 



, K 11 est ais(* de les 

r 

t ilt t (It 

ff ( ^ fi — 

\ <f /“ ah' — ha' 

\ 



el, par suite, 

__ ___ 

\/'\ \ ^ h)(—a af/-i-ha') 

Si rint^grale |>rimitlve rentrail dans Tun des cas 3, 5, sa 



I 


reutreraitdans k premier ou le deunkme |e^ 
teWfieiei^ts des termes en sons le nouveau radical <5tailt 
- W«i$ deux ikgadfs. 

En particulier, si IHnlejgrale primitive rentrait dans le iroi- 
sifeme cas, la transformde rentrerait dans le premier; car on 
anraii 

rtr<o, f^>Oy n'>o, //>o, 

€t, par suilCj 

— aO' ha'> CK 


Le deuxieme cas sc rediiit d’ailleurs au troisicme en posant 


d’ou 


\l%-. 


4“ ht’' } (a' -r- h' i 


hi- 

— ((){— // 

el 







i 

ij’) dj 


fi/ 




\X v\— 

fU~ — r?) 

h t 

r/ ) 

car, 

ay ant 






a 

A 

C 

V 

/?'<; o, 


o, 

on aura 






-b< 

o. — a ^'> <), 


o, 

— a' > 0. 


Le Iroisleine cas pouvanl «i sou lour se rcduire au pi’cmier^ 
ainsi qu’on Va \ii plus haul, Ics cinq cas se raunment en der* 
niere analyse a celni-ci. 


41. Meitant en ihidencc les signes negatifs de a eta^, nous 
anrons done a considerer les intt'^grales dc la forme 


/ 


S/{b— at^ (b'-~a'c*) ~ IJW 
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^7 

Si ^gal ig7» on pourrait extraire la raciiie carr^e, el 
Tnn n^atirait plus a int^grer qu’une fonction rationnelle, S’ils 
sont io^gaux, supposons, pour fixer les idc^es, ^ ^ et soil 

Posons 

V/ 1 ‘='' 

w ddsignant une nouvciie \ariable’, Tintegiale de\iendra 

_L_ f '^(^)''' f 

sjah'J sj{i — x^)(i — J ^(i— >fM(» — k^JT^) 

o d^signant une fonction ralionnellc. 


42, On voit done qiPon peul, par jirie sjiibshiution reelle, 
transformer l’intei>rale pinnili\e on nae aulie integrale ana¬ 
logue, niais on le pohnorno \ ail la loime ranoniqite 

(i — /^) (r — 42 /•), 

A elant une constanle comprise enlie o et i 

Nous a^ons admis impU( aemenl dans loule (ette u'^duction 
que le poijrioine existanl sous le ladical pntnilif avail ses 
coefficienls reels, S’llsetaienl iniagmaires, on pourrail encore 
r^duire ce poljnoine a la forme 



avec d’autani plus de facdilc que nous n’auiions plus a nous 
pr<?occuper, comme tout a Fheure, de (onscr\er aux coeffi¬ 
cients leur realite. 

Cela pos^, admettons, pour fixer les idees, qu’on ait 


a 

I 


£ 

b' 



3t 

on aura 


SKCONM rAfttlE* —- CUAPITRK I 




A ^iant une conslante rcelle ou imaginaiie, douL le module 
esl au plus egal a i, el si l^on pose 


vi 


t — ^, 


I’intcJgrale prendia encore la foime 

cp ( z *) ri r 


J V (• — 




43. Appliquoiib a i’liilegiale aiuM tianslormec les jno(edt5s 
de reduction exposi;?h plus haut 28 a 32) On poiiua 
Fexprimerau ino>cn de^ qualre inlegiales suivantes 


f-s 


dr 


fw 


di 




fw 


t dt 


v/(i — r*) (I — ldx‘) 




di 




Mais SI 1 on pose z-=: on am a 



L d X 

T^jfTTW^) 


£ r _ cU _ 

^ J vA j — 0 (* — ^ 0 


mtegrale cxprmiable par logaiithmes, U ladical ne poitant 
plus que sill un poljnome du second degre 
On a d’aiUre pail 


/: 


r* c/j: 


\/(i* 


-I. 


I _ 

F 




/.> i’) 


— x‘‘) (i — k^x-) 
dr 


dr 




I r\/\~k^ r’ 

AV 


V^(t — x*) (I — k^x*) 




dx. 



inrrilaiutts 
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En0n 


dx 


*f ( .X — a) v/(i — (i — A * ? ■*) 

/ X dr 
( r®— ^ 

-/: 


( r® — a") v/(i -- 0 — A® r'") 


La premic’ie de ces deux inlt grales devient encore expn- 
mable par logaiithmcs si Ton pose x-= t. 

La seconde pent s’denre 

_ I r _ ffj- _ 

(r v/(i — 


cn posant m =: — --j* 

Les inlegiales ellipli(|ues sc tamencionl done en fm de 
com pic aux tiois Iranscendantcs 


J\ 


(h 


({ — \ — U t"^) 


r.- 


ji - AV 


■f/l, 


f - 

J (I -f- /?? Z'') V (I “ r ) (1 — /. ® r * 


auxquelles Legendre a donne le noiu d inle^^t ales cllip* 
tiques de ptemiet deuxi^me et ti oisteme especc 

l^a conslante A, qui figure dans ces integrales, se nomine 
le module des integrales ellipliqucs considt i(5es. 

Si Ton change de variable tn posant x = sincp, ces inl^-* 
grales prendroni les foimcs siu\antes* 



do 

1 — A* sin*o 



1 — A® sin ®9 ^/ 9 , 


/ 


d(p 

(i 4 - m sin* 9 )\/i ^— A® sin *9 
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ni. I&tdgratioD des foaotloBS traascaadantes. 

44. I. Soil a iati^grer 

y*/(e''*)rfx, 

y^d^sigaanl une fonction rationnelle. 

Oa rendra rationnelle ia difT^rentielle, en posant e“‘^~ t, 
d’oft 

I , .lit 

ar —• 

a ® at 

45. II. Sou a inl^grer 

j'f{^mx, cos^)c/r, 

f €lml une fonction rationnelle. 

Cette expression est un cas particulier de la pr(l*c<idente, 
car sinji? et cosx sent des fonctions rationnelles de e^*^. 

Mais on peat rendre la dlfferentielle rationnelle, sans inlro- 
duire d’imagmaires, en posant 


d^ou 


(a n <( — x: ^ t 
2 


.r 2 aic tang/. 


r/uT: 


2 dt 


. I I 

sin r Tir 2 sin - r cos — x 
2 2 


2 tang —.z 


2t 


^ I I - 4 ” /!* 

j - 1 - tani;® - X 
’ 2 


I —tang’'-.2 

, j . , I 2 I — t* 

COSXrrCos^-x — sin* —.r m---rz:-- 

2 2 .1 * 4 - 


Bxemple. — Soil k intt^grer 

dx 


I 4 - tang* - X 


J a sinx • 


hco%x 





IHTfi&iliUlS mVtnHlBS. 


4 * 




cos 9 et 


b' 


dx 


L’intigrale deviendra 

sina? 4 - sin( 5 )cos.r 
ou, ea posant x •+-o~y, 

fly 


■■ sinf. 


]_ r dx 

- 4 - b^J sin(x + 


-4- Q ) 


l(d -4- 6* ./*■ 


siny 


Posoas maintenanl, comme il a ele expUqut^, 


elle de>iendra 

I /' (it 


iang~ r = ^ 




r (it ! 


/>» 


log^ 4- const 


' " ' log tang i -t~ Q) 4- const. 
v/^Z*4- 6* ^ 


46. On pent encore op^rcr comnie il siul pour calculer 
I’lnlegrale f[smXj cosx)dx. 

Soil 

P(sin r, cosx) 


P el Q ^tant des pol^noines. Mulupliant au numeraletir et 
ail d^nominateur par les poljnomes Q(—sinx, cosx), 
Q(sinjr*, —cusx), Q(—siujc, —cos^), nous obtiendrons 
une nouvelle fraction, dont le dcnoiiunateur D sera im 
polynome eii sin^x et cos^x el dont le nunufrateur sera de 
k forme 

N 4- N| sin a? 4- cosj?, 

N d^signant Tensembte des termes donl le degri^ total en 
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sinx elcos^ est pair; quant a N|, ce aeroni des ptjly« 
abmes en sin^a? et cos^jc, oomme le d^nominaleur. 

Pour int^grer le ptemier terme 


/ 




posons 


langjvri/^ d’ou dx 


dt 


I -f~ /* 


sin.r nr 


\/l 4“ 


cosx -- 




N et D ne conlenanlque des lerines de degr<$ pair eii sinj? et 
cosXj la diff^renlielle sera rationnelle, son inlegrale se 
coiiiposera : i” d’une panic rationnelle en 


l „ lang.r; 


1?.^ de terines iogarilhrniqucs, tels qiie 

A log(/ — a) :=z \ log( tang.r -- «). 


Dans la seconde inl^gralc 


posons 


cosjr zr 


^ sin.r dx, 

d’oii sinX dx r= — dt ; 


Ni • 

deviendra une fonction de qui pourra <^4re d^compos^e ; 
I® en un polynome n entier en t^; 2 "^ en une somme de frac-* 
lions de la forme —-• 

L’int^gralion deO donne un polynome impair en L Quant 
a la fraction> si ^ son integrale sera 

A 

(i — 


Si t;? ^ o et m > I, on aura en appliquant le proc^d^ eonnu de 
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r^dllCllOKk 


, - r _ r -a<‘‘-°-'’> .,. 

U—J ^yn —J fi—a)'" 

I , /’A I 2^ , 

«-«. -« J I ^ — ~T "* *“ — Clt^ 

« J « 'J ay^ 

pms», en int^graM par parties ie dernier facteur, 

, _ I ^ ^ '.I I I 

i-«-t + < ~ 20(1 — /«) 


43 


^ I • 


L’intcgrale 1,^ se rt^duira done de proehe cn proche : i” a 
line fraction iinpaire en /; a iin terme trauscendanl 

r V^ (it H , t — Ja 

I -- 3 _-- |o«> - 1 —. 

J f — a ry ^ t s^fa 

/ N 

~c/.r se redult done : a uoe fonclioii 

rationnclle et irnpairc en cosj"; si'’ a des terraes de la forme 

H , a 

-- lo^---. 

? \^a co^ r -4- 

Enfin, dans rinlegrale 

~~COs.i (fx. 


nous poserons sin.r = f ; nous aiirons encore a inlegrcr une 
fonciion rationnelie en t-; et Tintegrale se coinposera : 
1® d’line fonelion rationnclle et inipaire en sinj;; de termes 
de la forme 



log 


sin r — \/a 
sin.r a 


47. Si Ton voiilait appliqiier la substitution tang^r = /a 
une fonelion quelconqiie / rationnelie en sinjc et cosx, la 
nouvelle diO'^rentielle ne serait plus en general rationnelie en 





4 wais elk le serait en f et y^i ~H • La substittitkn fm;r te ^ 
Qiii cos.a? rs t doimerail de m^me une diff<SreaUelk rationnelle 
en i et \/1 — On ponrrait appliquer 4 ce$ expressians kl 
pi^ihodes de njduction ou d’mkgration qai out Hi expos^^es 
pr4c^deinmem. 

R^cjproqnement, loule differenlielle rationnelle en t ei 
(ou en / etyA — t^) se transformera cn une dilk'^ 
rentielk rationnelle en sin a: el cos^ par la substitution 
t = tang.«r (ou t — sin^). 


4H, Gonsid^rons I’integrale J* sin'^r cos"mein etant 
rationnels. 

Posons 

-,in* jf* = /, 

dku 

2 smx cos V :i;r dt^ cos®x n- i — t, 

L’inlegtale de\ieni 



n _i 

— t) ^ dl. 


C’est une differenlielle biaomc. (Pour les cas (rmlcgrabi- 
lik el les forinules dc rt^duclion, voir les n'"’ 15 el 10.) 


49. III. Soil a cdlculer 



.. s»aa r, cosaj:, sin(3jr, . ) dx^ 


/d^signant un poljnome. 

Rempla^oHs les sinus el cosinus parlours valeurs enexpo- 
nentielles 

sinaar=---1 *' cosax^-» 

21 2 


f devieudra ua polynome en ar, ,.., , el 

ser« compos^ d’une snmine de termes de la forme 

Kx^e”*. 



I 
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Nont! |iaron$ done il calculer I'int^grale 


/ 


x"‘e’>* Hr, 


que nous disignerons par I„,. 
L’inlegralion par parties donne 


MtlX f* pTiX 

1 -/ dx — r'» - -—1,„_, 

" n n J n n ' 

R<5p6tant la r<5duction, on ariiveia a I’lntcgiale 

/ * f>n r 

e" ^ <i 2 szz - 

L’lntiigralion faile, il convundia de reinjdacei les expo- 
iientielles hnagmaires par leurs Aaleurs en sinus cl cosiniis, 
les imaginaires disparaitiont alors de rinlegiale 


o<) IV. Soil a cakuler 

I /U)'"' '/» 

/(vT) Ltant line fiaciiou lalioniitllt 

CeUe Iracliun pouna st ditoaiposoi en une pailie enluie 
E et eu fiacUons snnjilcs dt la loime 

V 

(7 — aV'* * 


L’mlegrale s'obticnl pai la nu thode qui Mcnl 


d\Hre exposee. 


Resteiit le> inU'*giales de Ja 


f 


■dr 


(a ~~ a 

Si m > I’miegialion par parlies donnera 
;da 

I 






^— f —— ds. 

m -hi J (X — /j 



46 SECO?t»E PAHtll;* €HAf>ltit£ 1, 

Celfle forniule de reduction permetdexamener le cakiil de 
Tmt^grale cherchee k eelui dc rintdgrale 


Posons 

d’ou 



V — ~ I 

n 



Cette inl<5grale devient 






(it. 


Toutc la question est done ramcn(ie an calcul tie la trans- 
eendante unique 

/t- 


Posant enlin Vj celte inlegraie se transformera cn 

f . 

J logj * 

Celle transcendanle [oii Ton delerminera la const ante 
d’inlegration de telle sorte qu’elle s'annule pour y==:o) se 
nofume le logarithnie integral de y. 


31. V. Les integrates 



lag.r) cLv 


el 



r, ai c sin.r) 


oii /d^signc unpolynome, se rainenent a celles qui xieunent 
d’etre eludiees, en prenant respeclivement log.r, arc mix 
pour nouvelle variable. 


* 32. L^inttjgration des fonctions rationnelles (el plus gene- 
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r^loment celle des fonctions alg^briques) conduit, ainsi que 
nous Favons vu, 4 des fonclions Iranscendantcs. 

On poiirralt supposer que l^inlegralion de ces dernieres 
fonclions en produirait de nouvelles; inais il est aise de voir 
qu’il n’en est rien. 

Soil, en edet, I une de ces iranscendanles el considerons 
I’int^giale 

f I dT. 


L’integralion par parties doniiera 





Or esl, ainsi qiie T, une foiiclion rationnellc (ou une 
fonction algdhriqiie). 
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CHAPITRE 11. 

INTEGRA LES DEFINIES. 


I — Int^grales ddfimes g^niralisdes 


33. Soil f(x) une fonclion de la variable x, inli^grable 
dans un intenalle AB. Soienl a et b deus. points quelcon'- 
ques de cet intervalle. Nous asons defini, au Tome I, 1 V\- 
pression 

•'rt 


Cette mtdgrale satisfait a la 1 elation 


(0 


/ f{^)cix-i-f f{r)di 


Noui> avons vii, en outre, que c’est une foiiction continue 
de a et de b. On duia done (cn Mipposant, poui fixei les 
id^es, a) 



Ces relations permeltent de donner nn sens an symbole 



J r* 

f f(s)dx dans certains cas o6 la dt^fmition ordinaire par 

rt 

tine limite de sommes cesserait d’etre applicable. 

Snpposons, par oxeinple, que la fonclion /(^), sans etre 
int^grable enlre a et 6, le soil enlre a ^ s et /y, quelque petit 
que soit e (ce qm arnvera notammenl si elk est continne 
^ntre a et b, inais tend vers x» lorsque x tend vers la limite 
inkneure a), L’expiession 



d r 


aura poui cbaquc valour de s une valcui d« lerniiike Si, 
loisque c lend vers zero, elle lend vers une linnlc fixe, nous 
piendions relte Innite pour definition de 1 e\|)ression 

f f{r)dv 

d t 


De in^me, si la fonction / (x) di vienl infime (ou plus gene- 
lalemenl cesse d’6tie inlcgiable) aux environs de Ja limite 
supeneuie/>, ou a la fois au\ enviions des dtu\ limites, nous 

definirons / J[z )dxpii Ifcpiation 

* T 

J ^ 


OU par (ell(‘-ci 

I /{r)(lj 

d ft 

en supposant, bien entendu, que les seconds membres ten- 
dent effecUvcment veis des hmites dt tcrniineos. 

Pour qu'il en soil amsi, il faut et il sulfit que la dilk- 


, / & 

-r Imi j f{ I ) d I ^ 
™0 ^ 



teadb vers z6to en mi^ine temps que les infiaimtiiit petit# 
i 6'', r/, quels que soient les rapports de ces dernlers. 


54. 11 exisle un cas importaut oil cetle discussion ser# 
facile. Supposons que, a la limite inf^rieure«,/(af)deviettiie 
iR0nie d'ordre a. On pourra poser 


k 


f(x)z=z 


cp(x) 


f{sf) tendanl, lorsque x tend vers a, vers une limite L dif- 
fdrente de x^ro. 

Le facteur (x — a)“ restant positif entre a -+• e et a -|- ii, 
le th^orime de la moyenne donnera 


L 


rt’+'Tf} 


/(x) dx-=:7 


f 


dx 




^tant une quanlite inlerm^diaire enlre le maximum et le 
minimum de entre tr + s et ^ 4- rj. Si £ et tendent 
vers z^ro, a se rapprochera de L qui n’ei^t ni mil «i infini* 11 
suffira done de discuter le second facteur, dont l intiigralJon 
s’effectue ais^ment. Si Tinlegrale sera 

j (^r — 

! * ^ J«4-s 1 — a 

expression qui lendia \erb zero si cr < », et qui, au conlrairey 
sera indetermim4 si a > i; car les deux terxnes dont elle se 
compose sont infinis s^parement, sans avoir entre eux aucune 
relation. 

Si a rs: I, Pinti^grale sera 

[Log(a? — a)]2:tJ = LogY)---Loge 
et sera indetermin^e. 

f f{x)dx tende mrs 

i (T '+-6 ^ 

adro, it fiiut et Usufjit que Vordre d'infinitude u de lu 
/unction fi{x)pour xv=a suit < i . 



ntTtoiULSs Dfipunss. 


Si 


Si»jpf»0#on9, d’autre part, qae / (,t) devicnne infiai d’ordre ^ 
pQ^el’autra limite zssb. On .aara de m^me 


/(^) = 


{x — 6)P’ 


tendantvers une limite M finie et difF6rente de z 4 ra 
qaand x tend vers b. II vicndra ensuite 

f'''^/(x)dx = (-,)? 


- £ 

(-I)V/ 


fix 


{b — x)^ 


(JL ^tant interinediaire entre le maximum et le minimum de 
et, par buite, tendant vers M quand e' el rj' tendent vers 
z^ro. Quanta l’inl( 5 grale 


elle est egale a 




(id 


, (6 — JC)^ 




SI J 3 i, 


logy/—Jogs', SI ( 3 = 1 . I, 


et pour qu'elle tende vers zero, il faut et il suflit qu’on ait 

P<i. 

Ce T^sultat est le memc qu’on a deja irouvi^ 
limite inferieure* 


5 S. Supposons plus generalement que f(x) reste mte- 
grable dans tout le champ ab^ sauf aux environs de certains 
points 0^,02, c„ en nombre limits. Nous dt^finirons 


J par Feqpation 

7=/"-r—/ 


r r, -€| 

-h Urn I 4-.. 

^Ct "I" 




.+ nm f* 



If sBCosr^l ^ mnnt lu 

n’pk ip sepi pHijiji qwe jsi In U*ji^i|.«s m 
qtiesiton existent, tn eonsid^r^ni si, s',, c^, 
dies inOniment pelits ind^pendants. 

II pent arriver, lors pi^rne qiie ces Hunites n’existent pas eii 
g^n^ral, que le second membre ait cependant une limite 
d4termin<£e dans Phypoth^jse parlicuUfere ou Ton a 

filers,, 

Cette limite a nonimee par Cauchy la valeur princi^ 

pCtle de I’int^gralejl^ . On pourra, dans certains cas, avoir 

int^r^t a iolroduire cetle valeur principale dans les calculs, 
lorsque Tinl^grale elle-m^me, ne represenlant rien de d^ter- 
mine, ne pourra y (igurer. 

56* Sapposons enfm que les points c^, Cj, • • • soient en 
nombre infini. TIs forineront dans tons les oas un ensemble 
parfait. En efTet, si la fonction/est integrable aux environs 
d’un point x, c’est-a-dire dans rinlervalle de x — h k x h 
{h <5tant convenableincnl choisi), elle le sera a fortiori 
dans totile portion de cet inlervalle. Si done J designe un 
point quelconqiie compris entre .r — h et .r-4^ A, elle sera 
integrable aux environs du point IJonc, le point r ne 
pent i^tre un point liimle de renscmblc r,, Cj, .. . • Dune, 
lout point limite de cet ensemble lui appartienl necessai* 
rement. 

Cela pos<S, decoinposons le champ ab en inlervalles par- 
liels, de longueur moindre qu’une quantit<5 infiniment petite 
5. Consid^Tons ceux de ces intcrvalles qul ne conliennenl ni 
k leur int^rieur, ni a leurs extrerailt^s, aucun des points sin- 
guliers c^, C 2 , .... Ils forment par leur reunion un domaine 
jouissant des propri<it^s suivanles : 

II contienl tous les {mints de Tintervalle ab dontF^carl 
4 Fensen^ble (r, , Cj, •..) est ^gal ou sup6rieur a 8 ; 

a" II estform^ d^unnombre fini de portionsa, ... 
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d’uH le:6aut, stipAr^s les unes des amres pai^ des poiscta 
siigolieW. 


Soit 'D un domaine qiielconque satisfaisant a ces deux 
conditions. On pourra determiner les int^grales 


J fdx, J /dx, 


et leur sommc repr^senlera la valeur de I’inl^grale 


prise dans le domaine U. 

Supposons rnaintenant que o dccroisse ind^^finimenl. Le 
domaine variable D eoglobera progressixernent tons les points 
de Tintervalle ab qui ne sent pas singuliers. Car I'ecart de 
chacun d'euxa I’cnsemble (C|, Cj,...) est une quantile deler- 
min^e h dill'^rente de zero. 11 appartiendra done nt^cessaire- 
ment a D des qiie o sera devenu < h. 

Si l'inl(5grale / fdx tend dans ces condilioris vers une 

•A) 

limite delermin^e, nous la d(5signerons par j fdx. Cette 

definition comprend evidemment celle que nous avons donnee 
ci-dessus pour des cas parliculiers. 


57. Pour que celte limite existe, il faiit el il suffit <^videm- 
ment qii’on puisse irduvef pour chaque x’aleur de s une quan¬ 
tity correspondante yj, telle que, en appelant D et D, deux 
domaines quelconques correspondanis a des valeurs de la 
variable S moindres que on ait toujours 


f fdx^ f fdx 


<e. 


Soit done A un domaine quelconque contenant D etformy 
comme lui de parties d’un seul tenant sypar^es par des points 
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U V 

1 ; it mx m&mm co^diti^ns qae It 

vuleur de S; 00 aura done comtoe caa particiilier df 
^ pr^c4dente 



<«. 


Cette dermfere in^galit^ soffit d’ailleurs pour I’existenee de 
ia limile eherch^e; car, si elle est satisfaite, prenons pour A 
le domaine A| form^ par les points de rintervalle ab qui 
appartienneiU a D ou a D| ou qui sont situ^s entre un point 
de D et un point de D| sans en ^Ire separ(?s par un point 
singuiier; nous aurons 



quantity infinimenl petite. 


58. Le domaine A — D est form^ d’un certain nornbre de 
portions d’un seul tenant a, aa^a? Ton aura 


U-XI=|2/y- 

Cette derni^re somme pourra ilre rendue moindre que e, 
si \ f\ admet entre a et 6 une inl^grale finie (et par suite d^ter^ 
; car j/| ^tant positif, son int^grale ne pent que croitre 
tvec r^lendue du champ), 

Bone f f dx sera toujours ddierminie si f \f\dx est 
da 

finie, De plus, on aura 


.p. 
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f 


tieite in^galit^ a lieu pour chacun des iatervalles Otb,, 
qui constituent le domaine D. Ajoutant ces in^ga- 
liljJs, il vient 



I /%h _ I 

?2 f f 


-et, en passant 4 la limite, on ohtiendra la relation cherch^e. 

Nous pourrons dire, par analo^de aver une denomination 
^doptde dans la ih^wie des series, que I’lnlegrale 



-(suppos^e determin^e) est absolument com ergente, si 
rint<5grale 


<jst finie; semi-convergenie dans le cas conlraire. 


39* Par analogic avec ce <[ui pr<5cide, nous dtdinirons les 
symboles 

f r f 

J if */_ ac — oe 


par les Equations 



^ h p h 

r* 

/ =Hm / , 

/ =rhm , 

/ litn / , 





a condition que les seconds membres aient des limites d^ter- 
minxes. 

Pour cela, il faut et il suffit ^videmment que la difft^rence 

r-M- 
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/ a 


ou eafin ioutes deux k la fois^ 


lendetit \ers z^ro, lorsque 6 et tendent vers -h ao, et a, of 
vers — oa. 

Comme on a 


If'/dAz f"\f\<h,, I f“/dJ< f'l/ldi, 

I !*Vi I 

on voit que Tinldgrale de/dans un champ infini sera encore^^ 
delerminee loules les fois que I’mlegiaJe de |/1 dans le inline 
champ sera finie, et que son module ne poiina surpasser 
celle derniere inlegiale. 

On dira encore dans oc cas que Tmttgrale est absolument 
convergente; clle sera semi-comergenle, si elle resle deler- 
minee, sans que I’mttgrale de j/j soil fmie. Nous donnerons 
plus loin un exemple de ee genie. 

Enfin nous appeJIerons lalear principafe de I’lnl^gtale* 

J" Texpression 

hm / , 

/ *= 00 f 

laqtielle se confond evideniment a\ee Tmlcgralc / sicelle*cf 

a un sens piecis, mais qiu peut etre determinee sans que celle- 
derniere le soil. 


60. II existe ici encore un cas ties gc5n^ial ou Ton pent 
reconnaitre si I’mt^grale est ou non determinee. 

Supposons que, pour x J {x) soil im mfiniment 

p^til d’un ordre determine a, de telle sorte qu’on ait 


f{x) = 



f{s) tendanl vers une limite fixie L, finie et diffeSrente de z6ro 
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^asii}4 X tend t'ers -4- 00 , On- aura- 


Jb’ ^ 



X ^tanl iaterm^diairc entre le maximum ct le minimum de 
dans le cliamp d’inldgraiion, et iendani \eFS L lorsque 
b et y croissenl^ ind^finimenl. D’autre part, on a 


/ 


' dx 




I — a 


log 6 


log//, 


si a I, 
si a = I; 


pour b et V infinis, cetle expression tendra vers zero si a > i; 
elle sera ind^termintV si otTi. Done, pour qiCon puisse 
etendre le champ dHniegtatwn jusqidd Vinfini positif 
satis que Viniigrale cesse d^itre finie el determinee^ it 
faut et H suffit que^ pour .r = -{- x, f{x) soit injiniment 
petit d'ordre > i, 

On arriverait <5\idemmeril au meme rt^sultat pour l^lnfini 
n^gatif. 


61. Nous avons <flabli au Tome 1 un ceriam nombre de 
proprietes des intc^’grales definies, fondees sur leur definition 
comme iimites de sommes. 

II est essenliel de reconnaitre jusqn’a cjuel point ces pro¬ 
positions subsistent jioiii les nou\elles inlegralos que nous 
venons de definir. 

i’* Les relations (i) et ( 2 ) subsistent e\idemment, puis- 
qu^elles sent le point de dt^parl de nos generalisations. 

2 ^ 11 en esi de m^me de la forniule 


(3) 



En eflet, rintervalle 4§taint d’abord suppose fini, di^com-* 
pnsnns^le, cnnnme il a expliqu^, en inlervalks partiel#^ 



' if tiiCONtE lU 

imfpetits; on ^ura, pour tout tatorvaUi^ ft 

^ eoalieat aocun des points singuliers e, Ci, 



Sommant les equations ainsi obtenues et passant k k limite^ 
il viendra 



^ Cette formule, ^tant ainsi d^monlr^e pour des valeurs 
finies qaelconques de a ct de A, bubsistera encore a kiimite, 
si Ton fait lendre vers Tinfini a ou 6, ou tons les deux a la 

Notts avons encore trouve (t. I, n® 55) les resultats sai- 
vants: 


3^ Si I’on a 




C|, C 2 , etant des constantes et f^{x)^f 2 {x )^... des fonc- 
tions int^grables, on en ddduit 

<4) f /(x)dxz=:Cxf /i(^)rfx-4-Cj ^ /,(^)rfx4-- 

da da Ja 


4'*Si/(d;)</,(x) et b > a, les deux fonctions ^lant inl<5- 
grables, oQ a 

J f{x)dx= y f^{x)dx. 


Soient, par suite, f («) el '^{x) des fonctions int^grables 
dont la premiere reste positi\e dans tout I’intervaUc ab, 
tandis qne l|t seconde reste comprise entre deux nombres 
M et m, En supposant, pour fixer les id^es, M >> m et 
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^ , on aara 


0) m f if{x)dx° f <f{x)'^{^x)dx%}A f <^{x)dx, 
da • d^ da 


«t, par suite, 


/ 

*da 


9(x)4;(^) 


da: zn 



dx^ 


jjL <5lant inlerm^diaire eatre M et m. 

Oa veil, par un raisonnement identique au pr^c^dent, que 
ces relations subsislent encore pour nos int^*grales g<5n^ra- 
lis^es. 


62. Si F(.r) est une fonciion primitive de la fonction/(;r), 
int^grable de a k b, on a (t. I, n” 82) 




f{x)dxz=zV{h)-^¥{a)a 


lyexlension de celle fonnule au cas actuel reclame plus 
d’attention. 

Remarquous lout d’abord que, a^designant un pointquel- 
conque de rintervalle on a 


f‘=r^f\ 

'da '■'n 


Les deux inl<igrales qui figurent au second inembre de 
cetle formule, pouvant Hre calculees independamment Tune 

de Fautre, doivenl ^ire finies et d^lerinin(5es pour que J* 




le soil. L’integrale J represenle done 


une fonction de x, 


d^finie dans tout Fintervalle ab. Cette fonction est d^ailleurs 
continue, car, si t est un infiniment petit positif, on a par 
d^Cnition 
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el, d’autre part, 


“r'-‘-[r-£.i-r-r-r 


Enfin on sail que, pour toute valeur de x pout* laqudlfe 
/ {x) est continue, cetle int^grale a pour derivee f{x) (t. ly 
n"81). 

Supposons maintenanl que f{x) soil continue dans tout 
le champ a6, sauf en certains points isol<5sc,, c«. Soit 
F(;af) une foitciiion primiiite, qui jouisse de la m^^nle pro- 

pri^t^ que / , a savoir d’a\oir une derivde ^gale a /(^) 

dans tout le champ, sauf peut-etre aux points C(, Cn- La 
diffi^rence 



ayant sa d^riv^e constamment nulle dans rinteiieur de cha- 
cun des intervalles acj, C|C 2 , ..., s’yreduira a une cons- 
tanle; mais celte conslante pourra ^a^lc^ d’un intervalle a 
I’autre* Soient A*, A^, A« ses diverses valeurs. On aura 


d’ou 


F(<7) n: / f{x) dx -4- A = /r, 
d a 

F(*)=r f{jc)dx->rk,„ 

d a 

f''/(x)c/x = Fil>)-F{a)-(k„-k). 

dfi 


terme co^mpl^rnentaire kn — k n’est autre chose qu^ la 
somme des discontinuites que la fonction F(^) presenter au» 
points c,; On a, en effete 

A;,^ A = — An^i) -H...H-(/ci— A). 


Or la discontinuity de F(a?) au point ci est par dyfinition 



ptmim 


6 f 


|im[F(C/-f*e') — F(c/—£)]r= litn 



<€t se r^duit k ki — Av<, puisque Finldgrale est une fonclion 
^ontinuiB. 

D’ailleurs F (: 3 c)^ ayant qne dt^rlvee en tout point autre que 
*c<, c«, y sera continue. 

Nous aurons done finalement 


< 6 ) 



F(Z;)-F(a)-~ 


A, 


A d^signant la discontinulte lotale de la fonction F(x) dans 
I’intervalle dc a k b. 

Un passage k la limlie permeltra d’etendre celte relation 
au cas oil le champ est inlini. 


63. La regie pour rintegralion par parties^ est une conse* 
quence Iminc^diate de ce qui picc(*de. 

Soienl, en ellel, /(^) ?(*^) deux functions telles que 

y’(:r) et /*'(x) soient continues entre a et />, sauf 

en des points isom. La somiiie 

y(,27)9'(r)H-/'(r)9( z) 

etant la derivee de /(.^) on aura, en appHqiiant la for- 

mule ci-dessus, 

<7) f [/(^) ^) ■+'/'( [/( ^)9(‘^)]S— 

^ a 


A designant la soimne des disconlmuiles de/(^) 
Si done I’une des inl^'grales 


a 


dx^ 



dx 


a une valeur delerminee, et s’il en est de m^*me du second 
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' * 

ll^ 


rv 'vv 


Weiaabre de I’^quatitm, Faatre int^gn^e sera igalelaientd^t#*^ 
min^e, €t pourra se calculer par cette formule* 

Liquation ( 7 ) subsistera d’ailleurs 4 la iimiie, si a oci & 
tendent vers 00 . 


64. Nous avoAS vu qiie, si <p(^) est une fonction quelcouque> 
dont la d^rivee reste continue et difKrente de z^ro dans Fin- 
tervalle de to 4 T, on a, en supposant 


la relation 




( 8 ) 



dj^: 


-/ 


/[?( 0 ] 9'ii) 


dt* 


Supposons malntenantque ©'(/) devienne nulle ou discon¬ 
tinue, mais seulemenl a Tune des deux limites du champ, en 
T, par exemple. On pourra appliquer le ih^^oreme dans Fin- 
tervalle de ^0 ^ T— £.11 viendra 

Faisons tendre e vers zero. Si la fonction ^{t) reste con¬ 
tinue au pointT, ©(T— t) tendra vers ©(T) et Fon obtiendra 
la formule ( 8 ). 

Si ©(T — s) tendait vers H- qd ou vers — 00 , cette formule 
subsisterait encore, en y rempla^ant ^(T) par -f -00 ou par 

— 00 , 

Si nous admettons enfin que la fonction {t) reste con¬ 
tinue et de mdme signe dans tout Fintervalle de T a 4 - 00 , par 
exemple, on pourra, sans que la formule cesse de subsister, 
y faire croitre ind^finiment la quantile T; ^(T), variant ton- 
Jours dans le m<^me sens, tendra vers une limite determin^e, 
finie ou infinie; en la d^signant par 9 (c»), on voit que la for- 
tnnle subsiste encore pour T = 00 . 

Supposons, en dernier lieu, que la deriv^e soit nulle 
OU discontinue en des points isol^s C(, Ca, ... situ^s dan^ le 

I 
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Oa devra, pour op^rer en toute s^curit^S, 
decomposer le champ ab en iatervalles pariiels acj, C(C 2 , 
dans chacun desqucls on pourra appliquer la formule prece- 
deote, car /'(/) n’y devient nulle ou discontinue qu’aux 
limilcs du champ. 


6 S. Soit, comme exemple, a transformer I’integiale 



djc 


par le changement de variable 


1 



Si a et 6 sont de m^me signe, lorsque x vane de a a 

t vane de-a^; et la deriveerestera continue et diffe- 
d b cL t 

rente de z^ro. On aura done 





Mais cette formule seiait inexacte si a et ietaientde signe 
contraire; cai x passe jjar la valeur zero, pour laquelle ^ 

s’annule. On devia done decomposer FintegraleJ^ dans les 
deux suivantes 



qu’on transformera s^pardment. 

Soil, par exemple, a < o, 6 > o. Lorsque x varie de a ^ o, 

t varie de ^ ^ — oo; quand x varie de o a 6, ^ varie de + oo 
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ii |< La veritable formule da iransfwmation 9(^ done 



66 . Soil encore a transformer I’int^grale 

J ' 

0 

par la substitution 

X = arc sin t. 

La derivee de arc sin/ est egale a 

I ±: I 


COSwT 




Elle dev lent mfmie pour ^ ~ • On devra done d^^composer 

i’inl<§grale dans les deux suivantes 


7T 



2 


Dans la premiere, t vane de i a o, cosjr est positif; I’inle- 
grale transformde sera done 



l"' di 

v/r^T*’ 


le radical dtant pris positivement. 

Dans la seconde, t \arie de i a o, el cosx esl n^galif; elle 
a done pour transform(ie 



fx^dt 

— ^TITTi 



df 

\/i — 



tlHttoHALE§ 


65 


Ajoutant les r^sultats trouv^s, il viendra 
.... v^dt 


sin'".-?? dx izr 2 


r ji 

J 0 i/T^ 


67. Le tbeoreme elabli (t. 1, n”329) pour I’inlegralion des 
s(5ries peut elre g^n^ralis^ comme il suit. 

Soit 

5 = «j4- ^/2-+-... 

une s(5rie dont les termes sont des fonclions de .r, admetlant 
des inl^grales delerininees dans rinlervalle de a a 6 (ces 
limites pouvant ^tre in(inies). Si le resle R,,, neglige en 
s’arretanl au lerme de la serie, peut se metlre sous la 
forme 

o[x) (5lant une fonclion {)ositivc de jc^ dont I’inlegrale entre 
a b soit finie, el un facteur qui Icnde unifonnenicnl \cis 
zero lorsque n lend \ers Tinfini, on aura 




((\ d I I i/^d / f . 


On a, en effet, 


' S dx zr I u^di , .-hi Un dx H~ I H,i dx 

fl dn d (, d fi 

Il suffit done de monlierque le lerme complemenlaire 

J 1{„ dx—J' e„ 9 (.i) di 

tend vers zero quand /? lend vers oo. Or on peut prendre n 
assez grand pourque, dans lout le champ, |s„[ soit eonslam- 
menl moindre qu’uue quantile s dhine petitesse arbitraire, et 
le th(5oreme de la nio^enne donnera 

I tn<^{^)dx <£ / (2^{x)dXy 

d il d n 

quantity qui lend vers z6vo. 

J. IL 5 



68 . Soient a, A, B des constanies finies; 
fon<3lioii des deux variables x, y, continue dans le reetati^gle 
R jform^ par les droites ^ = a, = B. On 

aura (t. I, 58) r^galit6 

' rfy f fdx= j dx I fdy, 

car les deux membres de celle egaliitS ne sent qiie deux 
expressions differenles de I’integrale double 

dy. 

Mais si Tune des liinites A, />, B devenail inOnie ou si 
J^{x^y) cessait d’etre continue dans lout le champ d'integra- 
tion, la demonstration prticedente nVtant plus applicable, 
IMgalile (lo) pourrait cesser d’cHre exacte, ainsi quo le mon- 
treat les exernples suivants. 


69. Posons 


On 


aura 


dV 

dx 


.r 

b =: O, 

— y 


(PW 
dx dy 
A=:B-1 


d\ 

dy 




x^-v-y^ 




[arc tangyiJrr 


70. Consid^rons en second lieu la fonction 

A^'"-f- . .-4- L, 
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A, B,..., K,L 6 taut des cons tan tes, que nous supposerons 
r^ellcs pour plus de simplicity. 

Posons 

X = p(cos<p '+• e sin cd). 

La fonctioii prendra la forme 

en faisant, pour abryger, 

p Ap'" C03m<p 4 - Bp"*"* cos(m — l) o 4- . . 4- Kp COSC» 4- L, 
Q -rr: Ap'" sin4-Bp"*"* Sin (m — i)^4-.. 4 -Kpsin 9 . 


Peso ns 

On en decluil 


ai c Un^ 


P 

0 * 


()\ <v> — - J — 

dp 


dP 




P*-r <r 

dV _ ^ dep d^ 

d^ “ P^TTp 
d=V M 


dpd9 (P^-x.(^)2)i' 


M dysignant un polynome pai rappoil a p el aux sinus et 
cosinns des multiples de cp. 

Nous aliens dernonlrer cjiie, en designaiit [)ar R une quan¬ 
tity suffisammcnt grande, les deux intygralos 


€t 



d^\ 


do dc3 


r/cD 



dp, 


n^auront pas la myme valeur. 
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La premiere inl«5grale estegale a 


/' 


dp 




o, 


car, ^ reprenanl, pour © = 0 el cp= i^tc, la memc valeur, la 

quantile a inl/^grer est nulle. 

La seconde integrale a pour \aleur 




Ur, pour p = o, on a = o et -^ = o, cl ou — = o* 

Pour p rr: B, Oil aiira, en n’ecriianl que les termer dii degr^* 
le plus <^de\e en H, 

rr AR"* cosmcp-4“ 

Q 1 = AR'" Mil /u o -H... , 

^ m—mx4R"'sinmo-f-. , 

do ^ 

do 


dV 


d’oii 


do 


: rn AR''^ oos/n 9 -4-; 


\SP2///. 


ni -4- s. 


e elanl une quantum Ires petite, cjuaiid R esl ires grand. 
La seconde integraie a done pour ^alcur 


/ 

Ja 


m-h e) 


on sensiblemeni 


0 

, 57 : 


— m c/9 : 


2 m 7T, 


quantity difl'erenlc de zero. 

Les deux int(5grales que nous venons de calctiler a}ant 
une valeur diflerente, il faut necessairement que la fonc- 

tion soil discontinue dans le champ de Fintegration. 



1KT£GRAL£$ PfiFfNI£$. 69 

M 

Mais eile est <5gale k ou M, Q sent des fonc- 

iions ^videinm(?Qt continues. Elle ne pent done devenir dis¬ 
continue que si son denominateur s’annule. II eviste done un 
sysl^jme de valeurs de p et de o qui annule a la fois P et Q. 
Done il existe une valeur p(cos ©/sin o) de la variable x 
qui annule le poljiiorne A.r'‘‘ 4 - 4 - ... 4 _ L. 

Nous avons ainsi demontre a nouveau celte proposition 
fondatnentalc de la th^orie des equal ions, que toute e<jua^ 
tion algebrique a une rarinr. 


71. 11 esl utile d'assigner uii ensemble de conditions suf- 
lisantes pour qu’on puisse operer aver silrele le renverse- 
ment de I’ordre de deux inlej^ratious successives. 

Supposons d’abord a, B finis et admettons : 

Que les points c du cliamp pour lesqueU la function f 
cesse d’etre continue solentlous situes sur un nombre limite 
d’arcs de courbe continus P|f^i, P//Q// sur chacun dcs- 
<piels X d’une part, el y de Tautre, aillent constamment en 
croissant ou constamment on decroissant; 

2 " ()ue I’lntegrale / prise suivant un segment 

d\ine parallcle aux .r, situ^ d’une manicr(‘ (juel(‘onque dans 
le champ, et dont la longueur X ne surpasse pas un nombre 
fixe /, ail toujours une valour determinee, dont le module 
soil constamment inferieur «i une quantile s/, ne dependant 
que de I et tendant vers zvro avec lui; 

3^ Que I’int^gralc analogue / prise suivant une 

parallele aux y^ ait de meme une \aleur determinee, de 
module inoindre qu’une quaiilite analogue a £/. 

Dans ces conditions, nous allons montrer : i" que les 
int(^g rales 
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des valours finies et d^iemiin^es; a® qu’eHes 

Bemarquons d’abord que, stir chactm des arcs PQ, 3C esl 
fonction continue de y, loujours croissante on (oiijonrs 
ii4€roissante, et r^ciproquement, Les points de cet arc com- 
pris dans la bande liinil^e par deux parall^les y ety-^dy a 
I’axc des x infiniinent \oibjne5> I’une de Tanlre anront done 
des abscisses infinimenl pen diff^renles; et si nous suppo- 
sons dy<Z S; S designanl un infinimenl petit, ils seront tons 
contenus a I’lnterieur d’un rectangle r de bauteur dy cl de 
longueur moindie qne /, / ctanl une qiiantitt^ que nous pour- 
rons faire decroilre a \olonl<5 en m^me temps que 5. 

Cbacun des n arcs P,Q|, PwQm donnera lieu k un 
semblable rectangle (si loulefois il rencontre la bande de 
hauteur dy que nous consld^^rons). Si deux des rectangles 
ainsi formes empielenl I’un sur Faiilre, on sont contigus, 
nous les reuniions en un rectangle unique dent la longueur 
sera moindre que ?/. Continuant ainsi, on ^oit que tous les 
points des arcs P<Qi, P»Qrt contenus dans la bande 
seront intcrieut> a des lectangles r,, ... dontle nombre m 

est au plus egal a /i, et tels que la somme cle lours longueurs 
soil moindre quo nt. 

On en conclut que I’lntegrale 

f 


est unc fonction continue deji'. En effet, elle se compose : 


1 ® De m miegrales prises sui\ant les segments dela droite 
d’integraiion re-nfermes dans les rectangles r^, rm- Lc 
module de cliiacune d’elles sera < et il en sera de m^me 
pour les modules des portions correspondanles de rinltJ- 
grale 



X, y ^dy)dx. 




\ 



V 
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a® Pcs -f* i ifit^grales prises suivant les segments de 
la droite d’inl^gration ext^rieurs aux rectangles. Celles-ci 
seront desfonctions continues de y puisque f{x^y) est con¬ 
tinue en dehors des rectangles. Le module de I’accroissement 
de chacune d’elles, loisquey sera change en y dy^ sera 
done Jmoindre qu’une quantile arbltraiie g, si dy est assez 
petit. 

On aura done 


/ K 

f{jL.y-¥-dy)dT—j f{x,y)dx 
da 


< 2niEfU (m 4- i)e* 


Or, si Ton fail deeroilie indtTinimeut dy^^ on pourra faire 
d^croitre en meme temps e, 5 et, par suite, /, s,,/; noire pro¬ 
position esi done ^labile. 

Jj’expression 


jf dyj^ fdx. 


integrale d’une fonclion continue de y^ sera finie el deter- 
min^e. 

La mc%je deinonstiation s’appliquerait e\idemment a Tin- 
it^grale 



II leste d prouver que ces integrales sent ^gales. 

72. Pour cela, d^composons le champ d’int(^gration par 
des paralleles aux axes coordonn^h en lectangles c^demen- 
taires de c6tes moindres que S. Designons gen^ralement par e 
ceux de ces rectangles qui n’ont aucun j)oint common avec 
les arcs PQ; pare' les autres, qui rencontrent an moins Pun 
de ces arcs. 

L’int<5grale 
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7A 

est ^videmment une sommc d’integralcs analogues ayant 
respectivement pour champ les divers elements e et e'. D’ail^ 
leurs dans les (§l^menls e. oCi la fonction / reste continue, 
rinl^grale double Sfdxdy existe et repr^sente la valeur de 

dx\ on aura done 

fdx=:'^ Sfdxdy+^ J dy J/dx. 

e e' 




Nous allons montrer que le denner lerme de cette egalile 
tend vers z^ro en m^me temps que 5. 

Soient en effet e\ ceux des ^It^ments e' qui sont compris 
entre deux paralleles aux x consecutives, et yu -+- dyu- 
Ceux de ces elements e\ qui renconlrent un m^me arc PQ 
seront conligus, et leur reunion fournira un rectanglep entie- 
rement contenu, si les paralleles aux y sont suffisamment 
rapprochees, dans le rectangle ; de longueur X moindie 
que I qui, d'apres le nuinero precedent, contient a son intc- 
rieur tous les points cominuns a PQ et a la bande consideree. 
A chacun des arcs P| Qi,P//Q/i qui renconlrent la bande 
correspond ainsi un rectangle p. Ileunissant encore en un 
seul ceux de ces rectangles qui seraient conligus ou empie- 
leraient les uns sur les autres, on voit que les (ilenienls e\ se 
groupent en reclangles pi, p 2 ,... en nombre au plus egal a n 
et tels que la somme de leurs longueurs soil moindre 
que fxL 

La somme des inl^grales ^ dy J'fdx relative aux ele¬ 
ments est ^videmment ^gale a la somme des memes inte- 
grales relatives aux divers rectangles pf, p 2 , .... Or, pour 
chacun de ceux-ci, I’int^grale j*fdx ajant son module 

moindre que tnh celui de Fintegrale J dy Jfdx sera 
moindre que 

£«/ dy = tn! dyk- 


f 
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On a done 


el par suite 


2 


< n tni dyu 


2 py - 2 


< d)k< "£n/(li — />), 

A 

expression donl la limite est bien ^gale a zc'to. 

11 r^sulte de re qiie nous venons d’elablir qu’on a 

/ f f dx— UmShfdi dy. 

J,, J,, 2-0-“ 

On obliendrait, ])ir iin raisonnemenl idenll(jue, le inline 

resultal pour I’lntegrale f dx f fdy, Ces deux integralcs 

dn dtj 


sonl done egales. 


73. Le llieor<*mr qui Mcnl d’etre elabli subsi'jtera encore 
Si I’on suppose : i‘^ que les conditions (i) et (^), sans elre 
necessairement satisfaitC'^ dans le rectangle B), le 

soient dans tout rectangle (a. A, b + B — r\) quelque 
petites que soient les quantites positives t), r/; que la con¬ 
dition (3) sou satisfaite dans le rectangle («, 6, B) 

En effet, les deux derniers tenues de I’expiession 

' fdy=: fdY+ fdy+ fdy 

b T) dt, 

ont, par hjpothc’'se, un module <C£/ si r| et r/ sont momdres 
que /, quel quo soil d’ailleurs x ; la somme de leurs \ariations, 
lorsqu’ony change x en x y- dx^ est done moindre en \aleur 
absolue que 4£^ 



‘"r ^ . p 

-I I* 

H 

^ ummm pahtib, — cttAt^iTac ir* 


En outre, ie premier terme est uae foncliou continue^ 

l>Onc / fdy sera ^galemeni continue, car, cn prenanl 
dh 

d’aboid /, puib dx suffisaminent petils, on pouria faire 
d^croitie aulant qu’on \oiiclra chacnn des termes de sa 
variation. 

L’lnt^grale 

dx / fdy 

a 


aura done une \aleur d^lerminte, qui sera la liinile del’in* 
l^grale 





car la diflt^rence enlre ces deux mlegrales sera egale a 

l ‘"(X ■*'X-/‘'V’ 

expression dont le module est nioindre que 

/ ^Ef dx z=: 2ti{A — a) 

el, par suite, lend vers zero a\ec I 
Mais on a 


i fdy— I df fdx 

dh-Jt-ri Jn 


la liinite dont nous venons d’elablir I’existence n’est done, 
par definition, autre chose que Fint^grale 



fdx 


tl est d’ailleurs Evident que le th^orfeme subsistera encore 
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pour tout champ decomposable en im noiobre limiie de rec¬ 
tangles dont cbaciim, considere separement, satisfasse aux 
conditions precedentes. 


74 . Passons enfiii au cas ou le champ est infini. Suppo- 
sons, k cet effet, que a, A, i restani fixes, on puisse faire 
croflre indefiniment B sans que le iheoreme cesse d’avoir 
lieu. 

Adinelions, en outre, que pour toutes les valeurs de a: 
comprises enlre et A, Finl^grale 



ait une valeur deterniinee, donl le module soil moindre que 
e,^o(.r),le premier facteur leslant borne et tendanl unilor- 
mement vers zero pour B = 00 dans lout I’inlerAalle de ;r = a 
a 4 (ou tout au moins dans loute portion de cel inter- 
\alle qui ne conlienl pas certains points isoles c, c', ...); 
o(.r) d^signant d^lulre part une fonclion de ,r, posili\e, 
egalement boirn'e enlre a et A el admettant dans cet inter- 
valle une int^grale finie. 

Dans ces conditions, I’integrale / /c/j'representera enlre 

a el A une fomlion de continue (sauf pcul-^tre aux 
points excepiionnels c, c',...). En cfieU soil x un point 
quelconque difl't^uent de ceux-la; on aura 

(H) / fdy—f/dy+f fdy. 

J i, Jl, Jfi 


Pour toutes les valeurs de x suffisarnment voisines dC 
celle que nous considerons, ^{x) sera inlerieur a une quan¬ 
tity fixe M, et Sfj pourra, en pienant B assez grand, ^Ire 
rendu moindre qu’un nombre arbitraire £. La variation du 

terme / f dy en passant du point x a un point infiniment 

voisin X ^dx aura done son'module moindre que aMe, 
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X B 

fdy titant continue, le module de sa \ana-* 

tion sera <;e si dx est asscz petit. 

Le module de la variation de / fdy sera done moindre 

db 

que (^aM4-i)£ et decroitra ainsi aulant (ju’on voudra, en 
faisant d’abord croitre suffisammeiit la quantity auxiliaire B, 
puis prenant dx assez petit. 

Si done il n’existe dans le cliamp a V aucun des points 

exceptionnels e, c', ... que nous avons supposes, / fdy 

db 

sera continue dans tout le champ, et I’inlcgrale 

' dx / fdy 
a d b 


aura une \aleur determinee. 

Dans tous les cas, d’ailleurs, oii cetlc inlegr*ile, ou celle-ci 

J ^m nk. 

I dy I f dx Iim / dy I f dx lim / dx I fdy^ 

h da »db da |{-«.4 db 

sera determinee, ellcs le scront toutes deux, ct dies seront 
egales. Integrant, en efFet, I’egalite (i i) de x = a a z \ et 
faisant tendre B \ers oo, il viendra 


I dx I f dy lim / dx I f dy Vim I dx I f dy. 

a db db d\i 

11 suffira done pour etablir notre proposition, de monirer 
que I’expression 

j ^A /»w 

I dx / fdy 

a d\i 


a pour limite zdro pour B = oo . 

Pour cela, isolons dans le champ a\. des intervalles par- 
tiels de longueur <o contenant respectivement dans leur 
inl^rieur les dhers points c, c', .... 
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Consid^jrons Tun de ces intervalles aa' contenant le point c, 
par exeinple. 

Le module de Tint^grale 

/ f^Y 

»'b 

y sera nioindre que el a /or/ion moindrc qiie [ju<p(ir), 

(jL designant le maximum de la fonclion qui est suppos<5e 

borm^e. L’int^grale / d:r I prise dans cet intenalle 

aura done un module rnoindre que p / ^{x)dx^ qui lend 

d !X 

\ers ztTO a\ec S, puisque o[x) esl suppohee inlc^grable. 

Doik , en prenant o assez petit, on pourra faire decioitre, 
autant qu’on \oudr<i, la somine iles inlegrales relali\es aux 
petils inlei\alles que nous aAons isoles. Designons par D )e 
reslo du champ ; £,{ a lend unifoimement \ers zeio lorsque B 
tend verso: ; done, en prenant B assez grand, on pourra 
rendrc eucoiistamiiient rnoindre qii'iinc quantile aibilraiie s; 
on aura, par suite, 

I (ix j f dy <2 / '^{i)dx<.el (^{x)dx, 

I dll Jp J„ 

quantile qui tend cers ztho avec £. 


7o. L’egallte 


y^*te x»ao /*V 

.fdy= i 

tt dy^ J„ 

etanl (.Hablie, sous les conditions precedenles, faisons 
lendre A a son tour vers 00 . Admettons ; i® que pour les 
valours de y comprises entrc b el oo, I’inlegrale f fdx ait 

•A 

une valeur determinee, de module inferieur a £A^(y),eArestant 
toujours born^ el lendant uniformemenlvers zero, lorsque A 
tend vers oc, dans lout I’lntervalle de 6 a 00 (sauf peul-4lre 
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environs de certains points exceptionnels, en 
flni), et etant une fonction positive de/, dont l’int4^ 
jg'rale de fe a 00 soil finie, Un ralsonnement tout semWable 
nu pr^c^dent montrera que, si Tune des int(5grales 

' / A(y 

b ^ a ^ a ^ b 

cst d^tenninee (ce qui arrivera toujours s’il n’y a pas de 
points exceptionnels), elles seront egales. 


11. — Integrales multiples 

76. La definition des integrales multiples peut ^ire ais^- 
tnent generalis^e coinine celle des iniegrales simples I’a 
dan> la Section piecedenle. Pour fixer les idees, nous consi- 
dtJrerons les integrales doubles. 

Soil f{x^y) une fonction de laquelle leste born^e 
aux environs de chaque point d’lin domainc borne E, sauf 
aux environs de certains points e, c', ... en nombre fini on 
infini. Nous pouvons supposer ces points d'cxceplion situes 
sur la frontiere de E; car, s'lls lui ^‘laienl jnleiieurs, cn les 
excluant de ce domaine nous conslituenons un nouveau 
domaine pour Jequel ils seraient des points frontieres, et 
e’est sur celul-ci que nous laisonnerions. 

Soil D un domaine quelconque, mesural)Ie el patfait, 
inl^rieur a E. La fonction/(.r, jk) J sera boinee; car autour 
de chaque point y de D on peut liacer un ceicle dans 
lequel /est bornee; elle le sera a fortiori dans tout domaine 
conienu dans ce cercle. Si done cette propritHe a lieu pour 
tout cercle ajant son centre en un point x^y^ quelque grand 
que soil sou rayon, elle auia lieu pour D, sinon on pourra 
determiner un nombre r tel que f soit liornde dans les 
cercles de centre (^, r) et de rayon < /, mais ne le soit plus 
dans les cercles de raj on > r. 

Un raisounemenl identique k celui du (t. 1) moutre 
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n 

t fonction continue de :a?, y et admet dans D un 

mmliaanm p different d^5 z^ro. Or on peut decomposer D en 
un nombre fini d’^l^ments de diam^tre < p ; la foncUon /, 
<^tant born^e dans chacun d’eux, le sera dans I). 

La fonciion / admettra done dans D une integrale par 
exc^s et une integrale par d<^faul; nous les reprt^senterons 
respectivcmenl par S^/dr et Sf^/de^ ou, plus simplement, 
par Si, SJ. Lorsque nous n’auronsaconsid^rer qu’iine seule 
d’enlrC elles et que le raisonnement pourra s’appliquer 
indiff^rcmmenl a I’une ou a I'autre, il deviendra inutile de 
les disiinguer; on pourra done les designer par la notation 
commune Sj), en snpprimanl I’indice siiperieur 

77. Soil done S,) Tune ou Taulrc de nos deux iiitegrales. 

Si nous faisons ^arler le domaine D d^nie manieie quel- 
conque, de telle sorle que son aire ait pour liiuite I’airemte- 
rieure de E, il pourra arriver que Tmtegrale S,> tende vers 
une limile d^termim^e. Nous dirons dans ce cas que cette 
limite est Vmti^grale dans le domaine E, et nous la lepresen- 
tcrons par Sc. 

La condiUon necessaire el suffisante pour ijue celle limite 
exisle est que I’lutegrale tende vers zero lorsque D varie 
d’une maniere quelconque, <le telle soite que son aire tende 
versze^ro : autrement dit qu’a lout nombie positifs on puisse 
faire eorrespondre un autre nombre 5 tel que, [)our tout 
domaine D (mesurable, paifait el inlerieur a E) d’aire 
moindre que 3, on ait 

I So I < £. 

En effet, supposons eette derniere condition salij»faite et 
considt^rons deux domaines qnelconques J) et (mesu- 
rabies, parfails et int^iicuis a E) lels que leurs aire» D et ly 
different de Taire interieure de E d’une quanlile moindre 
que 8. Soitrf rensemble des points de D qui n’apparliennent 
pas k D'; cf celui des points de D' qui n’appartiennent pas 
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^ ^0 

ii D; on auja ^videmment 

E-D'<a, j'<E~-D<a, 

et, par suite, 

|Sn-S„ |-|S,,|H-|S,,|<2£, 

ce qui pioine I’existence de la limite S£. 

R^cipioquenient, hupposons la condition non salisfaite. 11 
existera une (juanlile c pour laquelle on pouira d(5lerininer 
un dornaine d, d’aire infeiieurc a une quanliti^ quelconque S 
et tel qucKpie Fintegrale S,/ ail son module " e. 

Soil 1) im doxnaine inesui'alde el pailait contenant 
inteiieur a E et tel que E — J) soil moindre quc S. Si nous 
enle\ons du doinaine D les points Jnlerieins a r/, nous 
obliendrons un nou\eau doniaine D' == D — d dont I’aire D' 
sera > E — ? 5. Les deux aires D et D' lendronl loules deux 
^e^s E si I’on fait deiioitic o; niais la diflerence dcs inl^~ 
grales coirespondantes 

Sj)— Si) ~ 

aura son module au inoins egal a e. Done la limile Sr n^exis- 
tera pas. 

78. Les deux mlt^giales 

Slfde, bl/de 

sent, par d^dinition, les Linites des sonimes 

1 ) 1 ) 

ou m/( sont le maximum et le minimum dc / dans I’eM- 
xnent infiniment petit dejt, Le maximum L^ du module de f 
dans cet ^l^ment sera la plus grande des deux quantiles 
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on aura done 


12 Ma; dck I ^ 2 Ljt deft, 

{Iniude/ \ ^lhkdc'k, 


et en passaut a la limite 

*\Sl\:Sh\r\de, \si\. Sh\f\de. 
Si done, lorsqiie D lend vei*^ zero, on a 
(l) limSAl/jflfezno, 

on aura a fortioi i 

(a) liniS/)— o, lmiSi>~o, 

et les deux lumles S^, Sf soioni delennmees 




79. Nous allons von <jut, i< ci{>ru(juejii( iit, ies (ondi 
tions (a) onirainoul connue consc(|U(n(( lutessaiie la lela- 
tion (i). 

Soil eii ellel /, une loin lion e^aJe a f ([uaiuJ j est positif, 
et a /(5io quand / est nul ou negalif, on aura par liypolhese, 
pour tout champ JJ d’ane in(< iieuic a un c< rtaiii nombre S, 

1 SV 

et cclte relation devia subsisli i poui lout i hamp contenu 
dans 1). On en contlul aistnieiil ipie I’lnki^rale 

Si'>/, r/c 

ne pcul sui passci c 

D(^( oiii()OS()iis ( n elK t le ( haiup 0 < n t h im nls de^ inhai- 
meat pelits, soient Ma le ina\inium dc y, Mja teliu dcy, 
dans relement de^ 

On pout [neiidie Ics < Ituneiils assez pctits poui que la 
difleience entie ics soinines 

dth, c/o, 

et leurs minima 

Siy de, Si/i de 

soil moindre qu’un nombie arbitiaire t,. 

J. - It 


6 
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11 eii sera aiuM a foption si Ics sotntnes el les itit^graW* * 
ci-dessiis sonl reslieiuies a une poriicm des t^lemenls de^ ^ 

Or Mu esl (^gal a Ma daus tout (?l(5inenl ou / prcud des < 
\aleurs positives, egal a zero daus Ics aiUres; ou aura douc, 
eu designant pai l)| I’enseinble des eleiTiouts de la prei;ni(’te^ 
sorte,* 

s,',/, . 2 ^ ^ 

a Di 

el, en faisant tendie yj veis /eio, 

Siy, <k ~ c. 

liemanjiions en second lieu cjue, le luaTiimim de — / dans 
un ensemble ejuebonque etanl ogal et de signe contraire an 
minimum de y, on a ^ 

Hfdi 

Pai h> polbi se, b* [)i(‘mi( 1 imunbielend vt i s zeio ( ii meme 
temps que Tain* d(* 1) : il cues! dom de im'me du second , 
et SI J 2 desigue une lonclion (gale a — / lois([ue —/ est 
positif, a zero dans b* (as conli an c, on aura, d a pres ce (|Ui 
precede, ^ 

btrf2(k £. 

Cela pose, on a evidemmeiU 

ly I — jT, 4-y_j 0 

Le mavimum de |y| dans un (nsemble <[U( Icompie est 
done au plus egal a la somme des inavima de J^ tl dey^; oii 
a, par suite, 

bj*,I/ I c/e S/)/i fie 4 S ,\/2 de- 

Done, SI D lend veis zero, on aura * 

110181)1/1 — 0. 

Nous oblenons done le ibcoreme suivant 

Pour que les integrales^ pai exces et par dejaut^ de la 
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f dans le domaine E soienf doterrmni'es iouivs 
^ il faut el il siiffit que Vmte^raU* par rrcf'H dr | /| 

dans ce m^mc doniaine soil drterrninre, 

, On reinarquera qne, dans co cas, TinU'^rale par defaut de 
|y I dan's E osl (''galemcut doleniuiiec. Eii tdlel, rinlc'‘gralr 
par d^faut 

'^lAAde 

a Ions SQS ^l(^nionls positif^ on mils cl an pins t'*gaux a reux 
de rinlegiale par execs S,\ j / |</r: die lendi.i done \erszero 
en mdne lcin|)S qnc relic dcniinnc, si I) l(*iid \c*rs zero. 

HO. SoilD,, l)j, .... I)//, ... line seri<‘ flelcnninec, niais 
sUj^ccpldile d’clie dioisie a \ol()iile, de doinaines sik (‘cssifs 
(m«|^urablcSj [laifails el iiileiKMiis .i E) u ls (jiu*ehacmi d’env 
contienne le piccedenl el ([iie r<M«nl in.iMimiin dcs |)oinls 
de la fronln ic de I),/ a l.i finiilnn de bv lende \eis zeio, 
quand n lend sets x , I’liihgiale 

sera poslllve el 4 ;!‘oilta a\e< n. Si die lend vers yi en jneine 
temps qu(‘ //, rinli'grale S,* jy \de ne poniia elre linic* cl 
delerinlnee. Dans lee,is <nnlrajie, die leiuii,i veis une liniilc 
flnie A, qui sera la valeui de I’lnlegiale S,' | / \ de, 

Kii^l^efFel, soil D mi domanu' (|nd(oii(]Ne (mesnrable, 
parfail el inleiieur a E), doiil Taiie ^ml >> E — o. II eviste 
dans la suile D,, ..., D,/, ... mi doniaine D^^ t onlenanl en 
eulier D, el Ton aura 

r 

^Posons. d’a litre pari, 

et d(Ssignoas pur pi,/ le maximum de \J | dans I),,. 

Designons par d reiisemble des points de 1),. (jui n’appar- 
tieanent pas a D; I’aire dc cet ensemble sera moiudre que 



W4 SIS^ONftJB rjLRTJE. — CHAFITEK II. 

E 0 et a fortiori moindre que S, Gela pos^, on aura 

» % l/i de S/»,, I/I flfe — Si (/I f/e > A — 

En ju'enaut n suffisaminenl grand, puis S sutfisammenl 
p^tit, nous |)ouiTOns rendre plus petits que toule quantity 
donn<5e, d^abord puls On aura done 

lim Si \ f\de-=:K^ 
fi 0 

ce qu’il fallait d^nionlrer. 

81 w Soienl euliii E uu doiuaiuo <pu ne soil pas born^; 
f(a:,y) une foiietloii defiuu* dans re doiuaine, laquelle 
admette, dans tout dornaiiie A boriK^ (t Inleiiecir a E, une 
integrale par execs S^, on une integrale [)ar dtdaut S^. 

D’apres ce <pic nous avons \u ci~dessus, la condition 
necessaire et suffisanle |>our qu’jl en soil ainsi est qu’on 
ait 

lim Si-1:^0 ou InnSi —o 
a 0 i>-^o 

pour tout doinaiiie infmiincnl petit I-) inteiieur a A. El si ces 
deux conditions sent satislailes a la fois, elles t^qunaudronl 
a celle-ci : 

1 1 in Si I /1 cie o 

I) -0 


Soil 11 beeari ininuuuiu des [loinls <le E non conlenus dans 
A a un point fixe, I’oiigine <lcs looidonnees si Ton veiU. 
Faisons varier A de telle sorU (pie R tende vers go ; si Tin- 
t^grale S^/rfe, par exmnple, tend veis une liinite live, celle 
liniite se noinrncra Vinlef^t ale pat evccs de / dans le 
doinalne E, et se repiescnlera pai SJ /r/e. 

Pour qu’jl en soil aiiisi, il est iieeessaiie et suflisant que 
I’integrale 

S\fde 

tende vers zi^ro, si Ton fait varier A de telle sorle que son 
^eart k I’origine tende vers qc , 
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supposons cette condiiioa reraplie. Soiejat A et A' 
deuic domaines quelconqucs contenant tons les points de E 
donl a rorigine est c^R; •^oienl d Fensenible des 

points de A qni n’appartienncnt pas a A'; d' celiii ties points 
de A' qui n’appartienncnt pas a A; on aura oNicIeinment 

S\ - 

et les deux teiiries du second meinhre tenclent vers zero 
pour R = 00 . 

Supposons, an contraire, que cette condition ne soil pas 
remplie* On pourra dtHenniner un nombre £ tel qii’il existe 
un doinaine d, borne el interieur a E donl I’t^eart a I’origine 
soil plus grand que loute (juanlitt^ donnee, et pour lequel 
rint^grale Si/c/e ait son module > s. 

Cela posL^, soienl: 

A nn domaine quelconque ; 

R I’^cart minimum ties points de E qui n'appartiennenl pas 
a A a 1’online; 

p r^cnrl maximum des points de A a ccltc meme origiue. 

On pent, quels que soienl R et p, determiner d de telle 
sorle ([life son ecart a I’origine surpasst' p. (^ela post^, les 
integrales prises dans les deux domaiiies A et A-f-difl’t^- 
reront de plus de s, bien que eliaeun d’cux eontieune tous les 
points deEdonl I’ccart a roiigiueesl <; W. L'lnlegrale ne 
peut done lendre vers une limite determinee pour R^oo, 
Les memes raisonnements s’appbquenl aux integrales par 
d<§faui. 

On peut enfin s’assurer, par des considerations toules sem- 
blables a celles des n'‘“ 78 a 80, que, pour tpie les inttfgrales 
par exces et par d^faul soient loutes l<‘s deux detenninees, 
il faut et il suffil tpie J’inlegrale |>ar exe^s du module de / 
soil finic. 

82. Les proprleltis foiidamcntales des integrales d^finies 
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par exces et par cU^faut subsisient pour nos int^grales 
ralis^es. 

Supposons, par ei^eniplc, <p»’on divise le champ E, sup¬ 
pose infini, |)our plus dc gtMicralitt% cn plusicurs region-^ 
.... 

Soicnt respcclivcinent A,, ... renscmble des points 

commons a E,, E^, cl au domaiac A forme par lous les 
points do K dont I'ccart »i rorigiue ne surpasse pas un noinbre 
fixe R. Sup[>osons que renscmble des fVonlJeres communes 
a Af, A 2 , ... flit line aire nulle. Soieal D un domaine 
mesurable el parfait eoatenu dans A; IJ,, J)^>, .. . les domaines 
partiels fornu^ par les points de 1) (pii soni respecliveineat a 
rinterieur on sur la fronliere des (‘usembles A|, A 2 , .... 
On aura, ea eoasideranl indiflereinnienl les jategrales par 
d<51aut oil par exc(‘s, 

Si) in S|)^ h S|) -4- ... 

Faisons tendre 1) \ers A; ]),, D^, ... tendant respecli- 
vement vers A,, A^, on am a a la limite 

Sa — SAi -i- ^^Ag • • . 

Faisons eroUie R iadefiaimenl; ce second passage a la 
liniilc donnera 

Sh ^ ^1, *4" "4~ * . .. 

Oa demontre de la meinc maniere, par on ou deux pas¬ 
sages a Ja limile, que, si I’on a 

1 - 

on aura 

Si.y f/c — r I Sj /, cle -4- CgS^/s f/e -4- . . . 

(en supposaat que les inlegrales du second membre aient 
des valeurs d^terminees). 

Le iheoremc de la moyenne s’etablit par le in^me proced6. 

83. Consid^^ron.s enfin laformule pour les chaagements de 
variable. 
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Les iinciennes variables y <5iant lides aux noiivelles //, 
(> par les relations 

.r z:r(p(//, r). y — r), 

on a 

y) <r “ ^v/(9i ?.) I ‘M 

Celle formnie a eU' t^ahlie (l. I, n“^ 14*'} el siiiv.) en 
supposant : 

i" Que (Jans le doinaine E, les (l(*riv('*es de cp, ft restent 
continues, et leur jaeobien .1 diirerent de zero; 

2 ^ Que le domaine E est borne, el que chacun de ses 
points (h, e) correspond a un seul poini (x^y) de K'; 

3*’ (^)ue la fonclioii /(.^, ) reste l>orn<^*e dans 

ces doinaines. 

Nous alloiis inonlrer ([u’on [>eut, sans (|u’elie cesse de 
subsisler, se debarrasser de la plus grande parlie de ces 
restriclions. 

84. Siipposons en elTet que, en certains points de E, les 
d(!Tivees de ^p, cesseni dVxister ou soienl discontinues, ou 
que le jaeobien .1 soil nul, ou, enfiu, (juc / cessc d’("tre 
boruee aux environs de (cs points. On pent supposer ces 
points exclus du doinaine^ E, de idle sorle quails appar- 
tiennent a sa fronti('*ie. Nous exclurons dc ineine du 
domaine E^ les poinis correspondants. 

Nous poiivons ainsi admettre <]ue, dans tout rint(irieurde 
E, les conditions [)recedenl<*s soient satisfailes, les excep¬ 
tions ne pouvant se presenter qu(‘ sur sa frontli re. Dans ces 
conditions, a tout doniain<‘ D, borne, inesuralde et parfait 
contenu dans E, correspond un domaine de mcme nature 
contenu dans E', et r^ciproquement. 

Cela pose, nous alJous monlrer que, si rune des inlegrales 

Si, /r/x dy, S,y | J | da (U\ 

la premiere, par exemple, est delcrmin^e, I’autre le sera 
aussi et lui sera egale. 
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SS, Soit, €n cffei, A' un domain^ bom<5 cjitelconque con* 

ttou dans E', mais renfcnnant tons ceux de ses points doiat 
les coordonnecb ne swrpasseiit pas en valeur absolue uti 
i;ioinbre dontK^. 

On aura, a la seule condition de prendre R' assez grand, 

1 Sfi/r/x dy — Sa'/ d.T 1 < e. 

Soient, d’allleurs, D' un domaine inesurable quelconque 
conlenu dans A^; d' renscmble des points de A' qui n’appar- 
ti^nnent pas A D'; on aura de incune, a la seule condition de 
prendre d' assez petit, 

I Si^.fdar dy — ^i,fdx dy\<B 

et, par suite, 

I Sg/d-r dy — Si,fdj' dy\<:^t, 

Cette in(^‘§alite subsistera evidenmienl encore si I’ou y 
remplace le domaine IJ' jiar un autre doniaitie 1/(egalemenl 
born(5, mesurable, parfait et iiite'Tieur a E') qui contieime I)'. 

Soient, en ellel, A" le domaine forme par la rtninion de 1/ 
et de A'; rf' Tensernble des points dc A'^ qui n’apparlieniient 
pas ^ D"; A' etant contenu dans A'^, el d^' dans cf, on aura 

I Se' — Sa» I < 6, I Sa'' — Sir I < i, 

d’oii 

I Se'— Si>«» I << 2£. 

" All domaine D', defuii comrae ei-dessus, correspond dans 
le champ de la seconde int^grale un domaine born^ et 
mesurable D. 

Di^siguons par R le maximum que ne surpassent pas les 
modules des coordonnecs des divers points de D, 

86. Soient maintenant : 

A nn domaine born^ quelconqiie contenu dans E el renfer- 
rnant lows ceux de ses points dont les coordonn^es ne 
surpassent pas en valour absolue un nombre 4onn^ R(; 
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lilt domaine bomj^ et parfait conlenu dans ^; 

^if^i I’enaemble dcs points de A qui n’appartiennent pas k D|. 

II nous faut montrerque, en prenant assez grand, puis 
di assez petit, on pourra rendre aussi petite qu’oii voudra 
la diff(5rencc 

Se/^^ — Si>,/( JI du dv. 

Or, si Rj>‘R, A contiendra D; le dornaine 5, forint par 
les points de D qui n’appartieunent pas a D^, sera donc^rfi. 
Soil, d’autre part, (D le dornaine forme par la i^union de D 
et de D,; on aura 

—(5 

et, par suite. 

Si),/I J I du dv -=3 S( 0 /| JI du dK — Sg/J J | du d^^. 

Soil (JO' la portion du champ E' qui correspond a (D; on 
aura 

SiO f\]\dudv =: S(it) f djc dy, 

et, comme (O' contienl JJ'^ cetle qiianhte dilTcrera de 
dvdy de moms de 22:. D’autre part, j / | J || est born^ 
dans le dornaine D; en designant par M son maximum, on 
aura 

\S^f\5\dudi^\~Md-Md, 

et, par suite, 

I Sj. f dr dr — S|),/| J | r/i/ j ^ 2e - 4 - M«/,. 

Or, on pent choisir e aussi petit qu’on veut; cela fait, 
R et M prendront des valeurs determiiiees, on pouria ensulte 
choisir R,, a volontd, pourvu qu’il soil >- R; enfin, prendre 
assez petit pour que Mrf, devieiine aussi petit qu’on 
voudra • 

Le th^oreme est done di^montr^. 

87. Supposons maintenanl que la fonclion f{x^y) soil 
non seulement born^^e, mais integrable, dans tout dornaine D 
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m^siirable et parfait conteiiu dans E. Les deux integrates par 
excfes et par defaut Si et SJ se confondront eu une seule, qui 
sera Pintegrale proprement dite S^,, a laquelle les raisonne- 
ments precedents seronl applicahles. f^a \alcur limiie de 
cette integrale, si die esi linie et deterinin^*e, servira de dt^fi- 
nition a I’integrale Sp. Pour qn'il en soil ainsi, 11 sera n^ces- 
saire et suffisant que Finlegrale 

ait une valeur finie. 

88. Dans le cas des integraies simples, precedeinmeiit 
(3tudit^, cette condition i^lait siiffisanle, mais non necessaire. 
Cette ddVerence s’explique en reinarqiiant que les d(5finitions 
ne sent pas identiques dans les deux cas. 

En eHet, considerons, pour fixei les idees, I’inlc^grale 
simple 

la function f cessanl d’l^Mre inlegrahle aiix emirons d’un 
point c silue dans le elianq>. Cette inlegrale sera, par defi¬ 
nition. la liniile de Texpressjon 

4> 

fdx + / fdr, 

^( f c' 

lorsque e, e' lendent vers zero. U \ le <Iomaine E cst i’inter- 
valle de a a 6, et D est forme par la somme des intervalles 
de a a r— e el de c -f- e' a b. Mais (‘e dernier domaiiie est 
assujetti a une condition que ne lui imposait pas la tlieorie 
geiK^rale, a savoir que, s’il eontient deux points p elg qui ne 
soieut pas s^par^s par le point e, il eontient tons les points 
intermedia ires. On con^oit que Finlegrale prise dans un 
doraaine D ainsi particularise puisse lendre \ers une limite 
dderminee, sans qu’il en soil de meme pour les domaiiies 
qui ne sont pas astreints a cette condition. Dans ce cas, 


f. 
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rint^grale fdw, definie coinme nous Tavons fait, pourra 
done ^Ire d^termin^*e, sans qu’on ail le droit dVii conclure 
<jue I’intt^grale / \f\(/x le soil. 

• 'a 

Cette difference entre les intej^rales simples el les int^~ 
grales mulli[)les esl analogue a ee que nous aNons signal 
dans la tlieoiie des series. En effet, les series simples 
peuvenl <^tre absoinment eoineigentes, on senlemeni seini- 
convergeiiles; pour les senes multiples, cetle difference 
n’existc pas, rahsolue eonvergmice elanl un des demenls de 
leur definilion. 

89. vSoil/(r, y) line fondion integrahle dans undomaineE, 
borne el mesurable 

Designons par K Pcnsemble des \alenrs de y auxquelJes 
correspondeni des points de FI; [>ar (i^ I’ensemble des valeurs 
de X pour les dners [loints <le E qui correspondeni a une 
incbno ^aleur donme de y. 

On aura (l. I, 56 et 57) 

Sf/dx dy S, dy [ S^/^/e], 

de sorle que le calcul de rintegrale double se ramene a celui 
de deux integrales simples suc(esbi\es, qui peuvent etre 
prises indifferemmenl par defaut ou pai exc es. 

O ibeoreme pent (Mre generalise de la mani(‘rc suivante. 

Supposons : 

i*' (^ue la fonclion f soil inlegrablc dans tout domaine 
mesurable I) conlenu dans le domaine F] (sans I’etre neces- 
sairement dans E) ct que rinlegrale 

dr d^ 

ait une valeur determinee ; 

2 *' Que le domaine forme par ceux des points de E 
dont les eoordonm^es out des modules qui ne surpassent pas 
un nornbre donue I\ soil mesurable, quel que soil R; 
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Que I’iot^rale simple S \f\d3o^ prise daas un domaiiie 
e|ttelconque d conlenu dans Tun des domaiiies G^r tl iiont 
F^lendue ne sujpasse pas /, soil constarninent moindre qw^ ft/, 
la qiianiii^ e/ ne dependant que de / el tendant vers s5^ro 
avec 1 ; 

4*^ Enfin, que si le domaine d esl en entier cxt(5rieur k 
la m^ine inl^grale soil conslamment moindre, en valeur 
absolue, que 4 ne dt'^pendaiit que de R et tendant 

vers zero avec el o(y) d^signant d’aiilre partune fonetion . 
born^e, positive et donl Tint^^grale par exces dans F soil 
finie. 

Nous aliens dcunontrer que, dans ces liypolheses, I’inte* 
grale 

Sf dy SQ^/dx, 

prise soil par ddfaul, soil par exc( s, esl (Igale a 

Sf,/dj'dy. 

9(). Tout d’abord, I’lnt^grale S^|/j<^/r aura une valeur 
born^e. Soil, en ollet, p une quanlit(j fixe (piekoiique 

Si I’lntegrale sera, par hypotlicse, moindre que 

Si |y|<p? on pourra decom[)oser le cliainp en deux 
autres, formas respeotivement par ceux de ses points uu 
a?|>p et par ceux oi^ [x|^p. Dans la piernifeic parlie 
du champ, Fint^grale sera encore moindre que 
L’^*tendue de Fautre partie du champ ne suipassant pas 2 p, 
I’int^grale correspondaiile seia miundre que on aura 
done dans lous les cas 

1/1 dx < s'p <p( r ) 

9 6tant 6gal k zero si |y | > p, a i dans le cas contraire. 

Les integrates par exc^s ou par d(5faut de la fonetion / 
dans le domaine G^ sont done diHermin^es, et pour chaque 
valeur de y leur module ne surpassera pas la Hmite ci- 
dessus. 
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SfdySG^/da; 

{catcuiees par exces ou pai di'^faut) sonl eaalement (l<5ter- 
11 suffil, eii effet, de moaticr que Tmtegiale 

St dy]^i,^fdx\ 

est fime. Or cctte iniegrale est au plus egale a 
dont la prrmierc parUe, 

9iy)^hy 

est Imie, pai hypolluse 1 a sccondc paitie I’est igaleincnt, 
car ellc esl evideminent cgalc a 

^20 I"* 1 > 

F< designaiit la lougucui de Tcnseinhlc foiine pai les points 
de F poui lts(piels |y |”p, longueur au |)]iis egale a 2 f 

91 Soil mainlciuoit Fenseiulile des points dc E poui 

IcsqiK'ls I I et I IK snipassenl pas iin noinbrc donnt R. 

Decomposons le [)lan pu dfs paralleJes au\ axes coordounijs 

en carr^s de ( ole ~ » I’oneiiie etanl d’adleiirs un des soinmets 
n ^ 

du leseau, Ces canes seroiil de irois soiles 

i** IJcs canes e iiiteiK uis a A, , 

2” Des eaires e' exleneurs a A,i, 

Des cants e" tpii leiuoulitiil sa hoaluie 

Soil D le doinaiiie foime par Tciist mhle des carrtS e, si 

— decroil ludcfiniiiiciit, sou aire lendra \cis I’aiie de A^^, el 
n 

si, en m^me temps que ^ dceioit, ou fait croitre R, I’lnle- 
grale double 


tendra vers 


^nfdx dy 
S^/dx dy. 
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D^leiirs, / (Mant iiitegrahle dans le dornaine 1) qiii est 
musurable, retie integrate double est egale a 

^ df 

cn dt^slguant [)ar o rciisemble des valeurs do y <jui corres¬ 
pondent aux diNcrs points de D, et par I’cnsemble des 
valeurs de x qui corresjjondent a I’une de ccs valeurs y. 
Comine 1) est conlemi dans li, q le sera dans F, ety^ dans G^. 
Enlin, si I’on remarque que, dans tout le doinaiiie F — 
y^ est nul, on aura 

Si _ (p dy Sy^/d^' o. 

L’inlegrale prectnlentc seia done egale a 

II nous faul niontrer (pie cellc e\pn‘ssH)iv lend vers 
SfdySf,^J (/x ou, c<‘ qui esl (‘(piivabuit, que riiilegrale 

ou •—y^, lend vers /(*ro. 

92. Cette int^grale esl la soiuruc des deuv suivanles : 

Si dy Sx^/dj 4- St dy S,{^/(/.c, 

et repr<3sentanl resp(3Clivemenl renseiuble des points 
deH^ qui apparliennent aux carres c' ou aux carrel e". 

I® En tout j>oint de A^, I’uiie au moms des eoordou- 
nees x^y ^ un module >B; on aura done 

< £k <?(/) 

et, par suite, 

I St dy S^Jdx I < eit Si cp(/) dy, 

quantile qui lend vers z^ro si R tend vers oc , 

2"* Passons a la seconde integrale. Si |jp|> R, 11^ n’ajant 
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aacun [joint commuii avec les c*arres e", le champ Bj s’an~ 
nulera; et d:x) sera nulle. An lieu (I’inlegrer cetle foric* 
tion dans tout le champ P, il suffira done de r!ntc(»rer de 
— — H a j = -h U. 

Soienl, d’aillcurs, ^ yu^ yh^x^ yk-^ dyu, ... les 

parallelcs aux x qui out clc Irarees pour former notre 
decomposition en carres. L^’ntegrale 

qiie nous avoiis a cuhmler, sera la somme des integrales 

la somtnalion s’eU'iidanl a loiis h‘s iiiLcrvallcs dyi^ dont la 
rciiiiiou forme I’irilcrvallc de — B a -\ B. 

Soieiit //, la somme d(‘s longueurs des earres de respe(‘e e" 
qui sont conleuus dans la hainh; comprise enlre Ics droiles 
y/( clyk -I' dv/,] oL/f line <|uanlite au moins egale a /a. Si esl 
compris entre el yk-{~dyh, reiisemhJe B^ forme par les 
points coirimuiis a el a ees re(‘laiigh‘s aura unetHendue au 
plus egale a a^. On aura par suite, 

I I < 

cl eiiliu 

I S!ll >/y I < dyi^. 

L(*s earres d' elanl tons compris enlre les dj inles x ^ — B 
et 4- B, aucune des ipiaiililes 4 nc pourra surpasser2B. 
Soil O' la somme des longueurs des rdemeiUs dy^ pour 
lesijuels Ik esl superieur a un iiomhre donne 0. Pour ces 
idements, on pourra prendre = 2B, el pour les autres, 
dont retendue tolale esl 2B — <7, on pourra prendre ock = o; 
on aura, par suite, 

£s('* H - O') -+- J.-na; a Kej -t- 

U’ailleurs, I’aire lolale des eleinenls e" esl ideiiiiuent 
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h 

par suite, plus grande que Sd. On a done 


et, par suite, 


a < 


2e" 

2£a* ^Yk < 2 Res -t- -r 


^4 4 

VHI 


Or, ee lend vers zero avec 8, et d’aulrc part, ( 5 tant 
mesurable, tend vers zero quand n Lend vers oo. On peut 
done, quel que soitR, choisirS assez petit, et ensuite n assez 
grand pour que chacun des deu3k lermes ci~dessus de\ienne 
aussi petit qu’on voudra. 


93. Les changenieiits de \ariables soul un des nieilleurs 
moyens de rcconnaitre si uiie integrale d^linie a uue valeur 
d^termin^e. 

Considerons, par exeinple, l’inlegrali‘ triple 
Sc/dr dy dz, 

le champ E etant suppose borne, el la foiielion / integrable 
dans tout le clianip, sauf aux environs d’un point (a, 6, c) 
int<§rieur a 1^. 

Tra^ons du point (a, />, c) coniine eentre une sphere d 
d’un rayon p arbitraire. I/inlegrale de |/|, prise dans le 
champ E — d, sera finie; il reste a savoir si elle est egale- 
ment finie dans la sphere rf. 

Prenons pour noiivelles variables des courdonnees polaires 
r, 6, V ayant leur centre au point (a, c), L’intcgral^ 

Srf ]/^d.rdy dz 

sera chang<Je en 

S I/I r® s\nBdr d^ 

r variant de o a p, 9 de o ^ tc, et «p de o a 2 7t. 

Supposons que, aux environs du point (a, 6, c), on ait 
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constamment 


l/l< 


M 


M d^signant une coublanle et jjl un exjjosant < 3 , Cette 
galit^ ayant lieu dans toute I’etendue de la sphere rf si o est 
assez petit, I’int^grale a ^valuer sera rnoindre que la sui- 
\ante 


0 *^0 


^0 " 0 


ttM 

TiTT? 


sin 0 dQ 


f M r a u 


Rile sera done finie. 

\ii eontraire, si Ton avait au\ environs du jioint (a, h, c) 

M 


l/i> 


tV 


F 


Tintegrale serait plus grande que la suivanlc 



laquellc est infinie. 


94 . Supposons maintenant que Tinlegrale Sfdxdydz 
soil determiner dans un ehamp borne queleonque, et cher- 
ehons dans quelles conditions on pourra Telendre a tout 
Respaee sans qu’elle cesse d’etre determinee. 

Considerons uiie sphere d un rayon R ayant son centre au 
point (a, A, r), par exemple. L’integrale de j/| sera finie 
dans cette sphere; il s'agit de reconnaitre si elle I’est ^gale- 
ment dans la region exteneure. 

Prenons les memes coordonnees que lout a I’heure ; dans 
la region en question, r variera de R a cjo , 9 de o a tt, et <p de 
o a 2r. 

Supposons que, pour tous les points z) suffisam- 

i.- -IL 7 



i<v. 
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,^(ieol. ^loign^s du point fixe {a, 6, c), on ait 




, ^1 M 
l/l<7;;r> 


m > 3. 


L’in^galile pr< 5 c 6 dlente ajant lieu dans tout le champ, si R 
^ est assez grand, Fintegrale a evaluer sera nioindre quc 

A Jo Jo 


Elle sera done finie. 

Elle serail infinie, au contraire, si I’oii avait pour tons les 
' points suffisamment ^loigueN de (a, 6, c) 

l./l>77;r’ 

95 . Soicnl enfm one surface detinie par les equations 

jc=:9(w, r), r), z = c); 

dcr z=z -h C* da dv 

Fel^ment de son <Aire; /une foiiclion des coordonn^es. Gon> 
siderons Fintegrale double 

S/''" 

^tendue a une porlioii E de celte surface, 

Cette inlegrale coiiservera une valeur determiuee, si la 
fonclion/ devient infinie en un point ordinaire O du champ 
de telle sorle quc r\^ \ f\ soit nioindre qu’un nombre fixe M 
(r designanl la distance du point variable v) au point O 
et p un exposanl <,2). 

Pour F^tablir, il suffil de monlrer qiie Fintegrale 



prise dans un champ infiniment petit choisi a volonte autour 
de 0 ^sl infiniment })etitc. 





Soit p"la projection de r et d^r' cclle de d^ sur le plan tan¬ 
gent en 0« On aura 


p^ r el d(j: 


i^tant un an|;le infiniuieiit petit. On aura par suite en de- 
signant par e' la projection de e 




IVl< elant le maximum de-r * 

oos 4/ 

Or si nous adoptons des coordonnees polaires p, cp, on 
aura = pdpf/cf ] prenons (I’aillcurs, ce qui esl permis, 
pour un cercle de rayon € infinimenl petit, il \iendra 


S d^ 

e' 



? 7T 

A - IJ. 




quantile infinimenl |)elite, puisque u <<2. 


IIL — Galcul des integrales definies. 

l)B. Soil a calculer rinlegr«de definie 

dx 

X .r —a-pr 

Supposoiiis d'abord p o. L’integrale iiidedinie sera 


log(a; — a — const ” -Log[(.r — a)“-4- p®] 

j ^ X — a 

-4- Arc tang—-h const. 


Or, lorsquex' varie de a a />, Jes diverses parlies de cette 
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expression resteni continues : la valeur cherchee sera done 

iLog[(6 — P*] -h Arc tang 

— \ Log|,(a — «)>+ [3*] — Arc lang^L:^. 

Si p = o et a < a <C Tinl^grale incli^finie sera 
Log(;37 — a)4- const ; 

et comme Log {w — a) resle conlinii enlre a et I’int^grale 
d^finie sera 

Log( 6 — a) — Log(a — a) rr Log ^ 

(I — a 

Si [3= o el (7 <; ft <C a, rinl^grale indefinie sera 
Log(a — /) 4- const., 
et I’int^grale definie sera 


Log 


a — ft 

-) 

a — a 


r^suitat qui coiicorde avec le precedent. 

Enfin, si j 3 = o et a <; (y <C 1 ** fonrtioii a integrer deve- 
nant inflnie du premier ordre au point a, qui est contenii 
dans le champ, I’integrale sera indelerinin^e. 


97 . Soit a calculer I’integrale 



* a 


fir) 


r/.r, 


la fonction f{x) admettant line dc^rivec determinee en chaque 
point du champ, sauf en uii nombre limite? de points ou ellc 
devient infinie. 

La fonction a integrer est la derivee de Arc tang/(^). Or 
cette derniere fonction reste continue tant que f{po) reste 
fini; elle diminue hrus([uement dc 7t chaque fois que /(^) 


$ 


w 



INTI&anALRS DllFINIfiS. lOr 

passe du posilif au n^galif en Iraversant Tinfini; elle aug- 
menie a« contraire de 7t^ si f{x) passe du lu^gatif au positif 
On aura done (02), en dc^signani par m et n les nombres de 
passages respectifs du posilif au negatif el du n^gatif au 
posilif. 




/(r) 


(It: ziz Arc tang f{b )— Vre lang/(a) 4- (m — n)Ti, 


Soil, en parriculier, f^r) =z ; met n seront nuls ; il 
viendra 


It 


dl 


I 


\ic tang/; — Arc langr/ 


el, SI Ton pose // = o, b = 

d t n 


1 7 


2 


98 Passoiis a la detei minalion de I’mlegrale 

TC 

r 


I. 


sin'" T dl, 


m (^tanl un enliei posilif. 
I^our m =: o, on aura 


Poui m 


fo — / (h ^ { r)l ^ 
d(} 


- 

2 


j f Sin. 

0 


}jrdi ” (— cos X) 0 ™ I. 
On a, d^autre pari, quel que soil m, 

ir 

lm~ f 


1 ^ g|jr, 


4 



P^ARTIR. 


CWAPlTftB H. 





en integrant par parlies, 


—oosj7sin'"~^i?)^— f (—cos*r)(A« — i)sin'"'”*.rC(»8,a;«/4*?. 

Le terme lout intc^gr^ s^annule aux deux limiles o et 
I',, Quant rint< 5 grale du second ineiiibre, elle esl egale a 




{m — i) / siti'” ^a'(\ — siii*^) <Yr(m — I) (I,„_ j—> 


On aura done 


d’oiV 


1 — ( A/i 0 ( ® m—2 i m ) ’ 

m — I 


1 . 




Supposons, d’ahord, que m soil un rioinbre pairs/?. Celle 
fotmule donnera successi\enienl 


(0 


15 ,, __ -I 


■2// — I 'in — i 


= 


s // s n — 2 
{ 2 /i — 1 ) f 2 // —- 3 ). .. I 


I« 


J^n(>n — >) . .2 

— — ■— 3) . . . I TT 

^ nn {•in — 2)... 2 2 

Si w = 2 /? 4- 1 , on aura de ineme 


2 /^ 


1 . 


“ JTTTT ‘ 


2n{2 n — 2) 




(a) 


{ 2 n i) {‘2 n — I) ^ 

2 n {2 n — 2) .2 ^ 

(2//~hi)(2/? — i),..3 ‘ 

2n{2n 2 ). ., 2 

(2 // -h j) {2 /I — I). .. 3 





iKTtOHAtlJS DfiPJNIES. 


to3 

On d^duit des formnles (i) et (a) la rektion suivante : 

£ „ __ [aw(an — a).. .2^ _ I^,, 

7~(3« — i)( 2 rt — 3)..,i.(3n + i)( 2 « — i)...3 latt+i’ 


II est d’ailleurs ais(5 de Irouver deux limites superieiire et 
inf^rieure du rapport ■ En ed'et, on a, en general. 




r sill'". 

0 


r( r — sinx) d.T, 


Cette inU^rale esr positive; car, de o a les facteurs 
sin I — sin ,r el <'/./’ sonl tons posilifs. Cliacun des e^kmenls 
dont la somme constitiie riiit('‘grale est done positif. 

Posant siic('essivcincnl /n = \n — i el ni — mi dans cette 
relation, il viendra 


d’ou 


Ian- 1 


h 

Ijw I 1 


l< < 

la 


law -1 
I 2 W 4 1 


et par suite, d apres la foriniile ( 2 ), 

law ^2n-hl 

^ I 

'in 

Si n tend vers 00 , con\er^e done vpis runite, dc telle 
taw +-1 

sortequ’on aura 

TT ( 2 . 4 ... 2 ^ 0 “ 

— trr: J i ni --^—T-p-r • 

2 „ ^ I . .i . . . ( 2 — I ) . O . 5 . . . ( 2 /2 -4- l) 

C’est la formule de Wallis, deja trouvee dans leCalcul dif*- 
ferentiel. 


99. Hermite a tHabli qiie Je noinbrc e ne pent ^^lre racine 
d^me ^'qualion algt^briquc. Nous aliens exposer une demons¬ 
tration nouvelle de ce beau tlieoreiue, donn(5e recenimeut par 
M. flurmtz. 





SB€OHD|; FARTiE. — CHAFITRE U. 


L’int^ration par parlies nous donne 


do d^ 

?>if[x) est un polyiiome entier, I’application r^p^t^e de 
cette formule nous donnera 


f e V( 
*^0 


a:) cLr rr:— e~^ F(^) 4- F(o), 


en posant, pour abreger, 


F(.r) “/(.r)-4- f’(x) . .. 


Nous aurons done 


F (o) ~ F (.r) f e~ \f (x) d.r» 

do 

Supposons qiie e satisfasse d une e<jiiation alge^brique 
^‘o ^ f-... “h c„ e” ~ o. 

En posanl dans la formule pr^cedente .r = o, i, . . et 
ajoulant les equations oblenues, respectivement mullipli<^es 
par To, Ti, . . Cn. il viendra 

o — V <•/, ) 4-^ a / e-=^f{T)(Jx, 

dti 


et cette egalile devrait ^ire sali^faile quel que fdl le poly- 
noxne f{x). Or nous arriserons a une coiitradietion, par un 
choix convenable de ce poljnome. 

Posons en effei 


p 6tant un nombre premier infinimenl grand. 

D<^veloppons ce polynome suivant les puissances ctois- 




INTjfeGHAlBS DfiFmiFS. 


U).> 

santes de nous aurons 

b.£/'+. ..), 

A^B^tantdes entiers, dont le premier n’est pas divisible 
par />, si /> > A?. On aura done 

/(0)=:0, fP~^o)z:L.O, /P-\o) =: A, fP{o)-Bp, .... 
Done 

F (o) tn /(o) + /' (o) A -hH/>-f-C(/V-|-l)p-+“..'. 

sera un entier, non divisible par/?. 

Dtl^veloppant f{r) suivant les puissanees de x — /, nous 
aurons de in^me, pour A = i, 2 , . a? 

—A -~/.)p-hCH{^ - ak-^»-+ ...], 

Ha, Ca, . • • (Haul des entiers; el 

F{X)ir:y(A)4-/'(A)-{- . — (/?-+-])/?+... 

sera un enlier divisible par p. 

La somme 

n 


sera done un enlier, non diMsible pai /?, si /? >-|e„|, el, par 
suite, diflerenlde zero. 

On a, d’aiUre part, dans lout I’lnlervalle de o a «, 


I ^/( 01 < ^ .. '—y . 

el, par suite, 


/li'i ^ i)/> 1 

Xp^i)i 


A 

e~^J{r)dr 

i/a 


fAn-^\)p -1 „ 

<T7=T)t2I“I'“^. 


quantile qui lend vers zero pour/? = oo. 
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Or il est evKlenl que la somme d’un eiitier el d’line 
tion tres petite ue pent 6tre ^gale a zero. 


100. Le noniliie 7 t est egalemenl transcendant, mais noua 
nous borneions a etabhr qubl est incoiiunensurablc. 

Prenons poui ponii de depart riiitegrale 


X 


4-1 


I 


(I 


- COS5J7 dXi 


n d^signani un entier. 
Posons, pour abiegei, 


et op^rons vine suite d'mlegralioiis pai parlies porl«anl sur 
Je facteur traiibcendant II \iendra 



x* cos zr d X 


F(X) sin za 


* ^ F' ( i) >>inz / 


F(r)sirirjr 


)>£■ 

^ ^j'F (/)cos5r ‘ 


F (r)coss7 

P 


dx 


F ( r) b ( X) 


i 

sin -6 ~ 

j IF'(r) F'^ia) 

/^C0S5x|^-^ 






/J —1 fTSit 1 


(i) 




+ (—I 


'■"X, 


F2rt4-t Mn ^uT 


dr 


Or F* est un polynome de degic^ zn, on aura done 
F4/I+I Tint^grale dii second incmbre se r^diura i 

z6po, 

D’antre part, F(^) ^tant une fonction paire, il exi sera de 
m<?me de ses d(^nvees d’ordre pair F'(a.), au 

contiaire, F'(jr( r) seront des fonclioiis unpaires. 
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terines tout inU^gr*^s preudroat done fyour;r = 4*i el 
pour jp := —• T des valeurs egales et contraiies. On aura, par 
suite, en substituant (es deux liimies et faisant la difference 
des rt^'swltats, 



cosz rdf 


> ( M sin r i N 


cn posant, poui abr^ger, 

M 


» -i ^ ^ ^ f 


N 


F'(.) F"(.) 


^ (- 1 ) 




Pour oalcuJer Irs fonstantes F(i), F(i), . , F-“"(i), on 
leniarquora <|ue la snie de Taylot dunne 

F I ^ 

F(,-+-/i) rF(i)-i 


Mais on a, d’autre part, 

F(i h) ~ [1 ~ (1 -4- //)^]"— (— i)"(2/i H- //^)" 

— A„//" 4 - \4-1/l” ^ ^ * 4 - -f- 

Al//4-i ^ *7 ^J// cUnl des tiitnis On ania done, en com- 

paranlceh deux expressions, 

F(l)^0, , F«-^(l)r:zO, 

F"(l)::=:l 2 /lA„, , F’^"(l)_m.2 , 9 nA^n 

Substituons oes valeurs dans la forimde (3), et meltons 
^ r~r faeteui commun, d vnndia 

^ “F 1 

(4) / (i — r")" c<}-,zi tfr — ' -4- Q cost), 


P et 0 (kanl des poiyuomes en g, de <legic inferieui a 1 
(t a eoeffif lenis enliers. 



SKCONOE PAETfE. 


CHAPITEE IL 


101. Cela pos6 admetions qiie-fui <5gal a une fraction ra- 
tionnelle-* Posons 5=~dans la fornuile (4). On aura 

a ‘jfc ^ 

p K 

cos z =0, sin z = 1, designanl un entier; 




€t, par suite, 


/ (I — )” cos ~ X dx . 

.Li 

j^f 

r.'a...// J ^ 


(I — jr^ cos — X dx. 

9 . 


On devrait avoir uiic egalilc de cc genre pour Loute valeur 
de n. Mats cela cstabsiirde, si n cst suffisamment grand. 

En efi'et, i — cT'^etcosjj^ etaiit positils, inais moindres 
que 1 dans loute Tetendue du champ d’lntegralion, rini^- 
gralc J" (i— x^y^ cos^ sera positive, inais ses tde- 

menls seront moindres que ceux de I’inO'gralo / dj , qui 

*1 

est egale a a. On aura done 


/. 41 

(1 — .r*)" cos ~ X dx ~ 0, 


9 etant posit if, mais << 2 . 

D’autre part, le facteury*^^-^ decroit rapideuient (juand 

n augmente : car, en cliangeanl n en n -h i, on le mulliplie 
• • 

par le facleur^p^ > qui est ires petit pour de grandes va- 
leui sde n. Si done on prend ft a^sezgrand, le second membre 
de I’equalion (5 ) sera une quantile [lositive et moindre que 
Punile, tandis que le premier membre est un entier. L’hypo- 
th^se de tc commensurable conduit done a une contradiction# 

102, Soil a calculer Fint^grale 

r* sinx , ,, /'* sin j" , 

I dx = \iTn I - dx. 




lNr<i!6RALli» D^FIISIKS. fOg 

PObOns b ^ awTt-f- /, r ^lant < el Tentier n tendanl 
vers 00; on pourra ecrire 




/’ 


La derni^re intej^rale tencJ vers zero; cai le module de la 
fonction a inle^rer y esl nioindrc que-~^, el I’etendue du 

champ est <C son module esl done <r -• 

l^es autres inte^rales peuvent se ramener aux memes li- 
miles par des changements de variable. Eu efl’el, |)osons 

rz=:(9/v — l)7T+ > 


dans rinlegrale / , ellede\iend 

*M2A~t)7l 

7 . { > 


sin y 


( >/ - i)7r f y 

Posons, d’aulre pari, 

7 j=z ( 2 A Or— > 




ZA — I 

dans I’lntegiale prfuedenle / ; elle deviendra 

*2/ 2 7: 

f. 


sin y 


{2 /. — 1)7^ — y 


Heimissanl lontes les integrales ainsi tiansfoimees. on 


aura I’mK^grale 


I 


y 71-+-/ 

] I 


^ TT — / -57:-+-/ ( 2 n — I) 71 -f V 


dv 


dont iJ faudra trouver la liinile. 



V 


SfiC0l5|t>« FASTIS. -- €«Al*r<lB It* 

’ Cette limite ne sera pas alt^r^e si l^on ajoute ^ h 
enlre parentheses la s^rie infinie 


Kn = 


(2/? -h F)7r — / (a/i H- i)7r 4“/ 


car pour toulc valeur de y comprise dans le champ d’inte- 
gratioa, les tenues dc cetie suite soul dllemativement posi-^ 
iifs et negdtifs et vont eri d^^c roissant. La sene a done ime 

valeur delerminee, positue el momdre aue - 

’ ‘ ^ ( 2/2 -4-I)It-— 

et a fortiori moindre que * 7 ^* 

L^nli^grale 

R/? 



aura done son module moindre que la quantite inhuimeut 
petite 



La limile oherdiee sera done I’iulegrale 


I S bin yrif, 

'J n 


S d^signant la sene infinie 

Ill 1 

71—J TT 4- > -It:- V ^r:y 

Or, si nous posons v -- (i il \ lendra 

S IT- — - -j, --1- 

27 : \z Z — I Z -y- l Z — 2 

rr icolTT-s (t* I, n® 377) 
a 

1 /tt — y\ I y 

— -« cot { --^ ) rr* - tang— • 

2 \ 2 / 2 ^2 
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Done 


I i I 


r*9in». /•’"i 1 . r* , ' . It 

103 . Cette mt^grale esid’ainedissemi-convergente ; on a, 
en effet, 


r 

sin T 

1 

I 


dx 

7C 


lim / «'inv —!-^ — -h .-h ,- \ - \dy. 

Or le fatteur erilre pairnlhescs t si plus ^rarid (jue la 
quantue 

1 I I 

ni ~ — -4- - -4“ 4 “ r- 

TT >TC (9 // — I I r 

li lutegrale sera doiu plus giande qur 


I sin ) r/> = 

'n 


2 m 


Oi la s(^ne i H-f- f^tant divcutrenle, rn lend vers 

} ) ^ 

rinlim en in^Mue ieinpsque n 


104 ljuistpi on n (‘sl p en incsuie de Irouver la valeur 
e\acte d’une lulegtale d(liiiic, on a leiouis »i de^ proe^des 
d’approxiinalion qiie nous allons exposcM 

II Idut loul d’aboid sassiirfi que I iiiligiale olierclu e a 
uue valeui finie el deteriniin t, el as'^igm i des iuuites entre 
lesquelles elle sc tiouve continue Le th<*oreine de la 
inoyenne |)eriyicltia Ic plu^ souvent daiiiNei a ce pieiuiei 
resultat 


103. Considerou>, pai exeinple, rmlegrale 

K _ f' _ ^ _ 

oA est suppose < r 



ii% 


SECONim PARTIB. 
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La fonction a ial4g;rer devienl infinie pour i. Mais 
IWdre d’infinitude est { : I’int^grale est done finie. Pour 
assigner des limites a sa valeur, mettons-la sous la foriH© 



dx 

\J \ ■— JL V^{l -4- x) (l — A-^*) 


Le facteur 


v/i— - 


lestaiit positif dans loute l^c^lendue de 


Tint^gralion, on aura, en designanr par M et m des limites 
sup^rieure et inf^rieure de la valeur de Tautre facteur, 


D’ailleurs 


r* dz . /** di 

M =>K>/n/ 

Jq S/l-^X y/1 — 


s/ 

dd 
J Ci 


T 


:(_ o^',_ i) 


2 . 


D aulre part, a ^lanl compris entre o et », i 4-^ sera 
compris entre i et 2 , el i —A- .r^ enlre i et j — ; on aura 
done 

o>(i-f t)(i — -A*. 


On pourra done posei 


s/9 s/i - A- 


et I’on aura, en lin de eompte, 

? 


, _> K> -p- 

y/1 — A ^ sfi 


106. Soil encoie Fiiilegrale 



log hlnx dx 


La fonction log sin^ etantconstamment negative, Fintegralc 
a tons ses ^l^menls n^galifs; sa valeur aura done z^ro pour 
limite superieure. 



INTfiGRALES DfiFINIES. Il 3 

Pour obtenir ime limite Inferieure, inrlions-la sous la 


forme suivante ; 


*'() ^ a * U 

L'inlegnUion par parlies donne 

•^0 • <» 


dx. 


D’aulre part, la foiielion elant e\i(lemmeiit derrois- 


*^anle de o a i, la plus petite \aleui de lo^correspondra 
a eelle derniere limite el Ton auia 

.1 ,1 

I log- '-^di I log sin (i) r// log sin (i). 

* 0 * 0 

On am a done lirialeiiKuit 

I gsina^/^ —I-f-log sin (I) 


107 . Coiisideroiis eii dernier li(‘u Tinti grale 


r 




<i-onl tons les elements soul posilifs. Pour Im assiguer une 
limite superieure, dei'omposons-la dans b^s deux sui\antes : 
»1 

I e~ dr -I / e~ d i. 
d{) • I 


Dans la premiere iulegrale, e ^"esl toujouts <[ i . Elle sera 
done moindre (jue la suivante 



J. — U. 


8 
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Il4 


Dans la seconde, Ellc sera done inf^rieure a 

celle-ci 


Jx 


On aura done 


t./A 


dx <i \ . 


108 . Pour calculer la \aleur approchee (rune iiitegrale 
deliiiie, on peut a^oir recours a runedes trois inetliodes Mii- 
vantes : 


PiiEMtERF MiTHODE : Dci cloppemcIlf cti scric. — On de- 
veloppe la fonctlon /{x) k integrer on uue serie 

f(x)zr ^ -j- //, -f- . . . -4- -4- . . . 

dont chaque lernie soil une fonction dont on sache cal(‘uler 
Tintegrale. Si d'ailleurs celle serie sali^.fau au\condilions du 

n® 67 , Finlegrale / /{j^) ^era doniK^e par la foraiule 

j f{^)dx — / u^di ~h I ti^dx-h . . . I u^dj. 

n da dJ.. 


dr^ 


UKK Coiibiderons, comine application, Tinlegrale elliplique 
de premiere e^pece 


on aura, k etanl C i, 

_ t 
2 


(i — A* sin* 9) 

— iH-A*sin*9-H. .H- 


v/r 

— A* sin*9 

I.3.. 

.{211 — I) 


2 .4. •. w 


A*'* sin*'* 9 -h .... 



INT^GRALES BfiFINIES. 


I I 5 

Integrant de o a <I>, et posant, pour abrdger, 

I sin*" 9 ^(J) = 

il viendra 


Vamplitude ^ du champ d’integration une fois dounee, 
il restera a determiner les inlegrales I. On pent les calculer 
de proche en proche com me il suit : 


I 2 ,j nz / sin*'*“ ‘ 9 sin Q ("/o 

1 * 

-2 Q QQi^i ^ 

iz: — sin^'*“^4> cos<I>-+-(2// — i) / sin-'^”*o (i — sin*9)^/9 

— — sin*”^~‘<[> cos(l> -4- (2/^ — 1) 1 li« I — \in]i 
d'ou la formule recurrente 


sin^-'^ U9 co39]|J*-+-(2/1 — i) ^ 


—sin*'* *0 cos<I>-4-(2//— 
D’dilleurs on a evidemment lo ™ 


110. Le cas le plus interossaiit esl cclui ou ^ ^ • On a, 

dans ce cas < 98), 

I . .V . . ( 2 // — I r 



111. Si A esl voisiii de IhiniuS la serie (0) sera peu conver- 
genle. Posons, dans cc cas, 


A* —A'*, 
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d^ou 

— i 

* (i—A:* sin* 9 ) * 

^ * 

= (cos* 9 -h A'^* sin* 9 ) * 

— — I — j 1 — L/c^t lang*9 -4-... 

cos 9 [ 2 ® ^ 

4 - (_ ,)« >-3...(a«-i) 

2 . 4 ..* 2/1 ” ‘ 

et int^grons de o a il viendra 




( 7 ) F(») = j,_ij,<'. + ... 




2 . 4 . • . 2 /^ 


€11 designant par Jan I’inlegrale 


/" 


do 




tang*”o ■■■■ - =: / sin*'* 9 cos-*"" * o r/rj, 
' COS 9 


On a d’ailleurs, en posanl 9=7 — 


/O -'it 


r^=-f 

Jo cos 9 J 


• ^loglangi-i^ - —l.)glang^|— 


Les autres inlcgralesse calciileut aisomeat. Posanl enellet 
sin z=z 


Jan se Iransformera en 


r“"* t'-'ult 

Jo (' -n"^' 


expression faciiement int^grable. 
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\i% Si k n’csl ni tres petit, ni Ires voisin de l’unit« 5 , les 
series ( 6 ) et ( 7 ) seront loutes deux pen eonvergentes. On 
pent, dans oe cas, par un changeinciit de variahJes dii a 
Landen^ transformer I’inli^grale elliptique donnee en une 
autre dont le module soit plus avantageux. 

Consid( 5 rons, a cet efiel, un cercle de ra^'on \ et un point A 
situc sur le diamelre BC, a une distance AO = k du centre 


Fig. 1. 



1 ). Soil P un point quelconque du cercle. Joignoiis 
1 ^ 0 , PB. Soient o el 6 les deux angles PAO, PBO. On 
aura POC APO ^ - o. 

Cela postS le triangle APO donnera 

Ap’™ I -h A’* 4 - 2 A C0S2^j; rz: (i A )*— ^/x sin* 6 
el 

sin (j v]/ — o) -r A sin o, 

d’ou 

cos (2']^ — 9) ~ y/i — A* sin*-* 9. 

Soilmaiiiteuant Q un point du cercle infiniment \oisiu de P. 
Joignons(^P, (y\, ()B, el posons PA(^zi:<^/ 9 , PB() 

Le triangle inlinimenl petit APQ donnera 

sin _ sinAP(^) 

T(7~ ~ AO 

Mais on a sensiblemenl 

sin <^9 rz d^, 

PQzzarcPQiz: 2 (r/-|, 

sinkAPQ z= cos APO = cos (2 4 ' — 9 ) =:=: y/i — k^ 9 > 

AQ = AI* zz y/(j -h A )*— 4 k sin*t|> 
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et, par suite, 


stcomt raaTifi* cHArlritK ii. 


on 


— A* sin*<p 

a y/( I -4- A^)* — 4 ^ gin* vp 

df ^ 2 d^ 

v/i — A’^sin^cp I -+* A y/j — A* sin*i^ 


en posant, pour abr^ger, 


At,: 


2 v^A: 
I -4- k 


Int^grons cette Equation de y = o a o = <I>, il viendra 

do _ 2 d^ 

Jty y/1 — A* sin*9 * A ^1 — AJsin*t[/ 

la limite sup^rieure dela nouvelle Int^grale <5lant delermi* 
n^e par FEquation 

sin( 2 W — 4>) zz A:sin4>. 

113. Le calcul de I’integrale proposer se troine rainen<5 
par celle formule a celui de I’int^grale analogue 

(B) 




* — A*Jsin*^j> 

Le nouveau module Ar, est encore inf^rieur a Funit^, car 
on a 

H-A: —2v^ (i — V^)* 

I — A, zz -— zz-> o; 

‘ i -h A^ i-h A ’ 


mais il est !> y/Ar, car on a > 1 * 

Une transformation semblable ^ la prc^cedente ram^‘nerale 
calcul de Fint^grale (8) a celui d’une nouvelle int^graledont 
le module sera ^ et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on 
arrive a une integrale dont le module soit assez voisin de 
I’unit^ pour que la formule (7) puisse lui ^tre appliqu^e 
commodtoent. 





114. II est clair qu’on pourrail operer en sens inverse et 
ramener le calciil d’une inl^grale elliptique d’un module 
quelconque k celui d’une intcgrale d’un module moindre k, 
et ainsi de suite, jiisqu’a ce qu’on arrive a une integrale ou 
le module soil assez petit pour qu’on puisse employer la 
serie (6). 

115. Deuxieme MitiTHODE .* Fovmule d'Euler. — Cette 
formule a pour objel de donnerla valeur approchee tie Tinte- 

grale / f{^) dx en fonction des ^alellrs qiie prennent la 

Y rt 

fonction f{x) et sesdc^rivees d’ordrc impair aux deux limiles 
de rint^gration. 

Pour F< 5 tablir, nous [>arlirons de ridenlite 

a f h 

(i^^{z)dz o{a -+- A) — 9(a), 

l^osant z=:(t -{-h — w, elle deviendra 

9(a “h A) — (p(a) -= I 9' (a -h A — w ) du. 

do 

En integrant par parties ip fois de suite, il \iendra sue- 
cessiveinent 

(9) + — 9 («)^ 

rr: A 9'(a)-h I 9'^(a H-A— u)iidn 
do 



A^ k'i* 

= /i 9 '(rt)-f- 77 ^ 777 ^?’''(«) 

C'' , X.M / \ U^'' (ill 

4- I cp^e+"*(a4-A — u) -- 

c/o ' '1.2...2/^ 

C'est la formule de Taylor, ou le resle est exprime par une 
integrale dtifinie. 

Rempla^ons successivement, dans cette formule, la fonc¬ 
tion 9 par ses d^riv^es 9',..., 92/^’“’, en rempla^ant en 
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0 

m 4 me temps 2/? par 2/> — i, 2/? — 2, ..., il viendra 


cp'(^ 4 - /i) — cp'(rt) 

=: A<p'^(a) 4". .. 

.h 


1. 2 . . . (2 // — 1 ) 

-f. I o(^p^^)(a 4“ // — //)- 

7 ^ ' 1.2. . .(2y>--I 


( 2 y> - I)’ 


(rt 4- A) — 9^p~*(a) 

= h 9 *^^(a) 4- f 9 ’P^‘(a 4 - A — w )« da. 

Jq 

Ajoulons ces equations a I’ecjualion (q), apres les avoir 
respectivenienl mullipliees par (le^ eoefficients A| A, 
X 2 p~{ , clioisis cle telle sorte que les leraies en 9 '(r/ 

o^P(a) (lisparaisseni du seeond ineinhre. 11 viendra 

(lo) 9(a 4- A) — 9(«) 4- A, A[9'(a 4 - A) ? 7 ^ 0 ] 4 -.. . 

-s- A-^ '[9V^'-i(/ir - 4 - /i) 9V>~»(r(r)] 

=:A9'(a)4“ / 9’P‘^*(a-4-A — ;/) 1"(//) 7^/, 

7 o 


en posant, pourabreger, 


Fiu). 


1 . 2 . .. 2 y> 


A, 


I . 2 .. . {2 y> — 1 


4-. . . 4" Ajy,„| A"^' 


Les coefficients A,,,,., Aj^.i seront delenninch par les 
e({uations de condition siiivantes : 


1.2 
I A, 


1. 2 . S 


4 Aj=ro, 

4 Ajrz: o, 


At 


1 . 2 .., 2 /> 1 . 2 ... (2 /> — I) 


4-... 4- Asy^-j — o, 
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auxqueilesS on satisfera en posant 


A,: 


A,=-l, 

B. 

1 . 2 ’ 


* 2 /: 




1.2. 


. 2 k 


I>A, ... d<§signarit les noiiihres de Bernoulli. En eflely 
les equations qui r<5sullent de la substitution de ces \aleurs 
de Ai , A 2 coincident a\ec cedes qui d^terniinent ces 
noinbres (Calcuf different id., n" 209). 


110. iVenons inaintenaiit pour Tune quelconque 

des fonclions qui out pour deri\ec f{^)> On aura 


(I f /i 


!5(a +/t) — 9 (a) = r f(.r)dj, 

da 

el la forinule (10) donnera, eny substituant, pour A^, Aj, ...• 
leur*' \ a lours 

p ft f- /( 

A ^ - Ln,htl/’(a ^-h)-/'(a)] 


1-0'"-'B„_,A*/' = 




I .1. . .{2 p — 2 ] 
eu doMgnanl, pour abroger, par R Fint(^grale definie 

ipp 1 


jT -’h h — u) dll — 


. 2/7 2 j .2.. .(2/? — i) 

B, 




1.2 1.2.,.(2// — 2) 

En negligeant ce resle, on obliendra la fornuile d’Euler. 


1J7. Four appn^eier Terreur commise, on remarquera que 
le poijnoine entre [)arentheses, dans la formule pr^c<5dente, 
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n’est autre chose que > si I’on d^signe par 

le coeflicieut de ar“ dans le d^veloppemenl de ’ suivaul 

les puissances de x {Calcul diff^rentiel, n“ 270 ). Or, de 
i’dquation 

e»* _I 

(ll) -- = rt + i|>,( rt)x-+-... -f- • ■ , 

qui serl de dt^finition aux polynomes tpi, .,., , on d^- 

duit aisement plusieurs proprieles essentiellcs de res poly¬ 
nomes : 

I® Ils s'annulent pour /i = o et |>our n = i; car, dans I'un 

comme dans Taulre cas, on a - - = /?. 

2“ Prenonsla d< 5 nvee de Inequation prtEcedenlc par rapport 
a /I, il viendra 

,r 

.. -H v;(Ae).r*-+-. .. 


Mais on a, dnaulre pari, 


.rc”*** 


\ y. 


— I 

= x[ 

e^— 1 ) <■’■—1 

« 9,(/t).r -h. . .-4- ©a(«).r*«+-. . 

/ X B,jr* 

•J 



V a 1.2 1 . 2 .3.4 

I . . . () 


On aura done, en ^galanl les coefficients des in^mes puis¬ 
sances de 

?W(”) = ?u-i («) 4- (— 1 » 

On en conclut aisement que Oj*4.((n) ne pent reprendre 
plus de deni fois la m^me valeur dans I’interxalle de o a 1. 

En effet, s’il prenait trois fois la m 4 me valeur, sa d^riv« 5 e 
?2*+i («)=*=?**(«) s’annulerait pour deux vaieurs au moins 
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compmes entr^J o i. Elle s’annule d’ailleurs h ces deux 
Hmites. Done elle s’annulerait au mains quatre fois, et sa 
d<5riv^e an moins irois fois. Done ©jA- i {n) repren- 

drait Irois fois au moins la m^mc valeur. II en serait evidem- 
ment de m6me dc © 2 A- 3 (^i)i •• • enfin de (ai), ce qui est 
absiirde, ©< (n) ^tant un polynome du second degre. 

D^ailleurs s’annule aux deux limites o et i; done il 

ne pourra s’aonuler entre ces deux limites, et conservera 
loujours le m^me signe. 

Cela pose, dans Tintegrale 

R =jr /*''(« ■+■/» — du, 

j varie de o 4 i dans les limiter* de Fintegration. Le facleur 
ne change done pas de signe, et Ton ponrra poser 

' * / 


p ^tanl une valeur inlerm^diaire entre le maximum et le mi- 
nlmum du facleur f^P(a -\-/i — a), L’argument a -f* A — n 
variant de a a a dans le cours de Tintegration, on aura 
tHidemment 

li—pr{a -r-Bh), 


0 elant compris enlre o et i. 

On a, d’aiilre part, en posant ^ 


f (I V" 9tp-\^^)di 
= ''1 [»■'*'> 


el comme s’annule aux deux limites, on aura enfin 

Rzz/'pra -+- 

•' ' ' 1.2. . .2/? 



SECON0K PXKTIE. — CHAPITRE II. 


ia4 

118, Les nombres ••• croissant avec une rapidity 

extreme, la formuled'Euler devlendra le plus souvent diver- 
gente si I’on fait croitre/> indefiniment. Toutefois, en don- 
nant a ce nombre une valeur convenable, ni trop petite, ni 
trop grande, on obtieadra generaleruent une approximation 
largement suffisanle. L’expression du resle, donn^e ci-dessus, 
permettra d'ailleurs d’agir cn silreK^. 


119. Pour appliquer cette formule an calcul de rinl<§grale 
definie 



dx, 


il suflira e\idemnient de poser h =2 h — a. 

Lorsqiie le champ de Tintegrale esl un pen <5tendu, il con- 
viendra, pour oblcnir plus d'exactitude, de le sul)divisor en 
plusieurs porlions t^gales, en posanl 



A[>pliquanl la formule d’Euler a chacuue de ces inl^grales 
parlielle*^ etajoulant les resultals, il viendra 

f f{x)dx 
da 

=j^/(«)+y(a-+-A).+/[a-f-(n - i)/i3 + j 



mT^GRALBS »£FIN1ES. 


ei le resie R sera donn^ park formule 




1 . 2 . ,'ip 
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p. ^lanl coinpris enlre le niiniiiuim et le maximum de/^/^(;r) 
dans I’iiitervalle de a 6. 


120. Thoisieme M^:THonE : Interpolation, — L integralc 
I y‘(jr) est re presentee geoinetriquement [)ar Faire du 

(t 

trapeze car\iligne T compris enlre la eourbe j/'ir: f{x ), I’axe 
desX, et les deux ordonnees x :=z a^ x = hi ftp, 2 ). 


Eig. » 



Cette aire Cbl represcnlce, eu eil'et, par Finlegrah* double 
S c/x dy etendue au trapeze T. Dans re cliam[), x \arle de a 
a b, A chacjue \aleur dex currespondent (raillciirs des jioints 
du champ donl rordonnee \arie de o ay (x); on .lura done 

h I) 

(tv I iiy — 




Itemartjae. — Lkireain.si calculee sera afVectee du sigiie -f* 
ou du signe — suivanl que /{x) esl positlf ou negatif; el si 
la courbe traverse Faxe des x, comme dans la figure J, fin- 
iegrale reprt'senlera la diderence entre la somme des aires 
partielles A, B, silu^es au-dessus de cetaxe, et faire (isitu^e 
au-dessous, 
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de T. Celle-ci peutse faire approximativement dela inanitTe 
suivantc : 

Marquons siir la Ugne ab {fig* Ji) n points ai,a 2 ,.. 



€l rnesurons les ordonnees correspondanles = ai A,,..., 
ftt ^ Par les points A« faisons passer une 

autre courbe^^=: Cette courbe, ajant unc serie de 

points corrnnuns avec la proposee dans rintervalle ab^ s’en 
^loignera vraisemblableinent assez peu, et pourra liii 6lre 
subslituee dans le calcul de Taire. Ce calcul pourra des lors 
s’effeciuer sans difficulle, si I’oii a eu soin de cboisir pour 
o(x) une fonclion dont on connaisse Tint^grale indt^finie. 

Le plus habituellenient, on prend pour o{x) un polynome 
de degre — t. On voit iininediatement que ce polynome 
aura Texpression suivante : 




iNTilaftAtcs 


1^7 

En efi'ei, pour^ss: ai, tous les termes dc celte expression 
s’anuulent, sauf le premier, qui se rtidluit ; pour x ^ 
tous s’annulent, sauf le second, qui sereduit etc. 

Int<?granl ce poijnome Ae a k on aura, pour I’aire cher- 
ch<?e, 

cu d^si{;nant, pour abreger, par l |,..In les integrates 

J„ (a,—«,)...(«!—«„).. J„ (a„—' ’ 

lesquelle^ sont ind^pendantes de la nature de fa courbe 
y=:f{x). 


Itil. Lc calciil do ces inlcgraleb n offrc aurune difficulle* 
On le siiuplifiera un peu en changeanl de \ariable, de telle 
sorle quo los limites devieiinent o et i. A cet effet, on po¬ 
se m 

— a (/y — )t. 

Soil, en outre, 

a^:zz a {h — > a,, == r/ -r (/> — ^; 

il viendra 

I j iz: (6 -• •* 

en posant, pourabreger, 


r* (t- 

-9,).. 

■d-o,.) 




-f'iL 



~~.L 

-0,). 

.. (^/j—i 


Ces nouvelles inUigraies ne dependent plus de Tamplitude 
du champ d’integraliun, inais seulement des rapports 6|,..., 
9// des intervalles r<, — a, Un — a a FinlervaUe total 
b — a. Si Ton diStermine ccs rapports loujours de la m^mc 
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mani^re, on poiirra calculer, ime fois pour loutes, les cons- 
tantes Jt, J„ ; cela fait, quelle quc soil la coiirbe f(x)^ on 
n’aura plus, pour trouver une valeur approch^e de son aire, 
qu’f\ raesurer ou calculer les ordonn^esyi, cl a les 

substiUier dans la forinule 




122. Cotesj qui a indique celte inclhode, su{)pose les or- 
donnees ^quidislantes et pose, en cons^cjuencc, 0, = o, 

^ > &3 = > • * M 9,^ = I . 

Nous allons effectuer le calcul en supposanl n On 

aura, dans ce cas, 



L’aire chercln^e sera done doimee par la formule 
^ b — a . , 

~ir“ 


On irouverait de pour n 

b — a 


«A> ; 


{y \-H 3/3-H Vi ); 


8 
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poar 5, 


1^9 




b--a 

90 


(7 v,-4- + 775 ), 


123. Gauss choisit autremenl les quautiK^s 0 ,, ..., II 
se propose de les determiner de maniere a alteiiuer autanl 
que possible les cbanees d’erreur resultant de Tapjilication 
de la m<Hliode. 

Four evaluer cctle erreur, concevons qu'on ail developpe 
/{xi en une serle de la forme 

-+- ap/ 4~ . .. 4" 

on aura 

f /{.r)tLr~lx„, I x’''dj. 


D^uUre part, o{r) etanl une fonction liiit^aire des ordon- 
ntJes y,,, on aura e\ideininenl 

o(.r) 


etanl ce que deviendrail f{x) si f{x) se reduisait 
a 


L’errcur conimise en hubstituant o(x) A /(x) sera 

f \f^x) ---9( r) j 


cMi posanl, pour abre^er, 




124, On pent douuer une autre forme a celle inlegrale. 
EflVetuons, en ellVl, la division de .r"* par le polynome de 
degr<J n 

(X-- a^)., ,{.r— a,,):zrV{r): 

il viendra 


I. - 11. 


9 
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t3o EKCONBfi PAttTiE. 

Qm(jt’) ^tant ^g;al k z^o si m <; /?, a un polynome 
m n dans le cas oontraire, el R>/i (.r) <^tajn|i un |^lynoine de 
degr«^<;/i. D'ailleurs R,„(x), devenaat egal a j;"* pour les 
valei»rs ai, .... V/,, qyi aiinuleni rie sera autre chos-a 

v^ijue 

On aura done 


d\n'i 




-zVUv)Q.,{u), 
k.„^f V{v)q,„{.r)<Lv- 

' tl 

t (<r) t lanl mils, ou aura 
/i(f:z=:/tf . . ,~~z. /i„ 


mais A"/,, .. difrereront ou goiu^ral dc zero. 

Neanmoins, si ron pent determiner les n quantiles 
Oft qui figurent dans Fexpression de P(.r), de maniere a sa- 
tisfaire aux n relations 


«{J2) (), 

# 

on fora ainsi disparailre de rexpression do Forrour les termes 
enof//, ..., 0L^n~\ lesquels sont \raiseinblal)lement les plus 
iiiiporlants, {>our pen que la coinorgenoe dc la sorie 
soil rapide. 


l!2o* Pour bdlisfaire aux equations [ 12 ), il suflira, ainsi 
qu\m va le voir, de poser 

l*/ n r— . 

^ " d.r '* 

Tout d'ab'ord, les raoines du polynome d'oiidre n 

ainsi d^fini seronl ivolles ot comprises calre a et //, ainsi 
que cela esl necessaii e. 

En eflel le polynome [ix — a) {x — = X ayaul ti I'a- 

cines <^‘gales a a el n racines ogales a fc, sa d^rivee X' aura 
n — I racines <^*gales a a, n—i Ogales a b et une racine 
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S coijoprisc cnire (t et b : eela tfjsulte dn de 

Rolie; X^^riv^e de X', dura dc rn^me/?— it racines^*gales 
ka^ n — 2 raciues egales a hoi deux racines r,,, Tj^ i%S|)ec~ 
rtvement comprises* enlre a el 5, et eiilre ; et b; et ainsi de 
suit% jusqii’a X^"^ qui u’est autre que 

En secimil lieu, cliaeune des quanlilt^ 7^,^, ..., k^n i 
de la forme 

. h 

' 1/ 

(J> elaul un polynome d'ordre <//. Or relLe inlej^rale esl 
nulle. En elTel, rinlegration par |)arlies doiiiu* 

j — •+■...3 :X);; 

* tt 

sf f 

* t( 

Or la partie tout lulegree s'aiiniile p<jur v{ j-zrzz />, 

cliacuiiedes qiiaiull<'s .,X s'aiiindant poiic' 

< es limite?*. D'autre part, I'inlegrale s'aunule, ear, () etailt 
d'ordre //, sa deri\('‘(‘ //*'"“ esl ludle. 

Ii(). it eiuixiendra, aiusi <|ue iiou> l aNou^ explicpie, de 
transfoiaiier rinl<*^ral(' d(‘ telle soiie (pi tdle ail pour limites 

tl'* I j' {f _I 1" 

o el n P(./ )=::-:— - - '—y -i-sera alois tin polynome par- 

failemenl delini, et Ton pourra ealeuler uiie fois [)oiir toules 
ses raciues, aiiisi (|ue les \aleurs eorrt‘spondaules des iiiie- 

{;rule!, J,, Jj. 

Si les liinites do I'iiilof’ralo, ati lion d’elro o ol i, oliiieiU 

— I et -hi, le |)olyuome -se confondrail, 

a ua factcur constant |)res,avec le polynome X^de I.egcndre, 
que nous a\ons rireredemment eludie (Calcal di(TerentieL 

^27:u27:>). 

127. La inelKode de (iauss, elant en general celle qui 
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jSsi 

doai»e le r^suJtal le plus precis pour ua iiombre d<5termia^ 
d’ordoniKSes, devra ^tre employee dg pr^f^reacc lorsque ces^ 
Ordona^es seront difficiles a calculer. Mais, s’ll s’agil de 
Irouver Faire d’unecourbe graphique, surlaquelleles ordon- 
n«5es peuveiit tJlre mesurees imm^diatemerit, on obtiendra de 
bons r^suliats par les mtHbodes plus simples que nous aliens 
indiquer. 


1128, Methode des trapezes. — On divise I’aire a evaluer 
en ;i parlies par des ordonn^es (^qiiidisUuiles. A cbacun des 
trapezes eurvilignes ainsi oblenus, on Mibstitiie le trapeze 
reetiligne ayant les luf^messommets. En designanl par 

les ordonnees, ces noineaux trapezes aiiront pour aires 
respect! ves 

b — ct y\ 4 - Vj h a V,, 4- .>4~i a 

-——, . — ‘ — ' — » • * •»--> 

•X n 2 n 2 n 


et Faire loUle sera 


n \ 2 





129, Jtfelhode de Simpson. — Simpson divise encore 
I’aireen n parties, inais dans cbacun des trapezes ciirvilignes 
il mesure FordonneV incdiane» pour subslituer a la courbe 
«ne parabole, suixant la methode de (>)tes. II iroiive ainsi, 
pour les aires des traj^ezes successifs, en dt'^signanl par 
JK#; • - • ? ordonnees, 

/ / . 0 — a . . b — a 

el pour Faire toiale 
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IV. Applications g^omitriques. 


130- Rectification des (ouubes. — Une conrbe plane 
^tant di5fmie par deux equations 

X-rr/(0^ 

on a vu que la differentielle de Tare est donnee par la for- 
mule 

rls ~ dt. 

La longueur de Tcirc ,v, “ .Vo'. (‘Oiii[u‘is entre les points 
et sera done* doniiee par I’inlegrale delinie 

I \ v*'+ V'"- <n. 


i" Ap|)li<|uons ('cUe foriiuile a la eveloide. On aura < t. 1, 

157) 

ds ~~ n 2 — 2 COS t dt z=z ‘la ^\\\ — i dl^ 


tFou 


,Vi — ,Vo 


/■'' • ■ 

I ’xn MU — 

•A. 


td(. 


\ a cos - i 

2 


On aura, en parliculier. Iak)uj;ueur del arc ct>rrespondaut 
a une rtHolution enticrc du cercle ^enfuateur en prenant 
/(f =: o, = 2 t:- La longueur clierchee ^era H{/. 

a" l\>ur la parahole 

y- 2/cr, 

on aura, en prenant y pour variable independante, 
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L’integralion par parlies donne 


-t- p* dy = _)• \jy* 4- />’- 


- f ■ 


inais on a 


r ydy 

J ijy'-i-p* 


—/>’ f —^ 


.f 


el, en subslituanl dans r^qiialion prec6denle, 


» J' \^y*-^P*dy: 


\rt ^ _ 4 _ /J* 


r dy 

J \Jy'->rp* 


'■ yy*p^p' Jog(v^^*4- /^’4- j) 4- c. 


La longueur .Vt —de Tare compris eiilre les points 


Vi, sera done 




yl±il ^ 

'2p ^ ->\W 




3’^ ConsideroiiN enliri re)li|)se 


^ziiaeos/, 

=:\/a" Mn*/ -h h- cos* / dt 


on, en po.sanl //- a‘^ (i — e-*), 


En posanl 


ds aJt - e* cos* / dt. 


t r=r -H //, 

*2 


on voil que Fare sera rcprt^senle par une inlegrale ellipliquc 
de seconde especc 


sJ\ — e* sin* u du. 


On peul prendre, pour variable iudt^pendanle, an lieu de / 
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ou de la latiUide \ c’esi-a-dire Tangle de la normale avec 
le grand axe. Ou a 

. dx a 
tangX=- ^ = ^lang<, 

d’ou 


cos t ; 


a cosX 


cos}v 


sj 


I-h -,-tang*X 


sj a’ cos’). -f- sin -\jv — e’ sin®X* 


v/a* sin* ^ H- cos* / m /> cos/v'Tang*X *+- 1 ; 


b cos t 
cosX 


et enfia 


d’ou 


a dt d\ . b cos*/ 

T -n — -?T ’ — -- 5 T ^» 

b COS'*/ CO>*A <7 cos*A 


5| — 





‘ 6* cos®/ 
<7 COS^)v 


d} - 



a( I — e*) cA 

^ 

(I — t'* sin* A)* 


8i rexi eiUricile e csl faihle, on obtiendra aisement unt* 
\al<Mir approcliee de celle integrale en developpanl la four- 
lion a inlegrcr suivanl les [)uissanres entirres de ; dans les 
(‘(»eflirirnLs figureronl Irs inlrgrales 

I 

I sia’"'/. c/>, 


(|ue nous savons calruler. 


Idl. Si la courhe proposer esl didinie par one equation 

r = 

entrr les roordoniiees |)olaires r el co, on aura, conuue on 
sail, 

ds rz:- -f- r’-dhi 


^.*•>1__ 

A'j-—.Vyzr: / -h 


el, |)ar suite. 
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134, Enfm, une courbe gauche 6tarit d^finie par trois equa^ 
lions 

on aura 

fis :=r y/,r'* -h s'* dty 

el Fare sera doime par Tinl^grale 

f dt, 

df ^ 

133, Airfs planes. — Soil Q une region du plan des a: 
doni lafronlierc C soil conslituee par la re^union de plusieurs 
arcs de courbe, donl chacun ne soil rencontr<5 qu'en un seal 
point par une parallele a run des aves, celui des y par 
exemple. (L’ensemble de ees arcs pourCa former un seul 
contour ferine, ou plusieurs.) 

Par les extrthniles de ces arcs, inenons des |>aralleles a ( )y\ 
elles dtJcoinposerunl U ea regions pariiclles tla? *-•' tclles 



qii'une parallele a Oy^ tracee dans rinterieur de Tune dVlles, 
ne coupe sa frontiere qu’en deux points. 

(La figure 3 montre celle decomposition dans le cas ou Q 
est une couronne circuiaiie.) 

L’aire de ii est egale a la soinme des aires de llo Wa, ... 
Reste ^ dc^terminer celles-ci. 

Or chacime des regions Q|, Qa, est comprise entre 
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deux parall^lcs .r s=: ^ == r, a I’axe Oj ct elle est limitee 

en dessous cl eu dessus par deux arcs de courbe C®, C,, dont 
les ordonn^esjKot seronl des fonctions ronnues dc x. Son 
aire sera 

/*** 

dj! I dy= I — 

n *.r« 

Ellc est done donnee par line integralc simple. 

lUt. On obtienl un r/‘siihat analogue en einployant des 
coordonnees polaires r, q. Suppo^on^ en (diet (pie C requite 
de la rt^iiiiion d^arcs de courbe donl rhaeun ne soil rencontr(^‘ 
(pi’en un seul point par un ravon \ecteur issu de ForigincO. 
Far les exlr<*inites de c es arch, menons des rayons \eeleurs. 


t m <). 



Si O est (.‘xlerieur a lb il> doeomposeront 11 eu region> par- 
lielles 11|, Qj, comprises cbacune enlre deux ra\ons vec- 
leurs (j> err © rrr Cl dcux arcs de courbe C„, ^ donl 

les radons vccteurs /‘o, r,, seronl des fonclions eonnues dc ©. 
l/aire d'une seinblable region sera 

Le cas oCi le point O serail inl^»rieur a 11 on silue sur sa 
frontiere se ram^nc iinmedialeinenl au precedent en exeluanl 
du (dianip Q une region iiifinimeul petite entourant le 
point O. 
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!35. L’aire du trapeze curviligne limits par les droites 
X = x = I’axe Ox et la courbe C dont Fordonn^e est 
est representee, comme on vient de le voir, par rint^gnile 

1 *' Si C est I’hyperbole equilalere 


Taire cherch^e sera 


.rv = <7, 


r*' a dx . X, 


a“ Si C est la parabole 


cetle a«re sera 


y*z=z2px. 


j 3 v's/'[•■f?—-rj J- 

•**o 

.V’ Si C represente la mollie superieiire de ^eilip^e 
.r “ r, C(»^ (, y “ h sin 


y (It — ah sin- / = — ab - - - di^ 


el / variera de t: a <>. Ij’aire cherchee sera 

, I — co»2/ , ,(/ sin2/1*^ %ah 

I —ab - dl - ~~( 7 b\ -;— -- 

2 i J:r 

f* Enfin, si C esl la (‘vrloide 

X-r a{/---sin/), 1 -=:r7(i — cos/), 


y dx rrr <'7* (I — COS / )' f// ™ ^ I — 2 COS / 4- ) (U. 

et si / \arie de /<, a Taire du trapeze correspondanl sera 


C y 7 /x = <r* t — 2 sin/ 4 ” 


/ siii2/~F‘ 

^ 4 , 
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L’aire comprise entrc I’axe des x el la cycloVde pour une 
revolution complete du cercle generateur s’obtiendra en 
posanl /o = = 271. Elle est e^ale a 

136. AlIRK n’uKE SURFACE couHBK. — L’airc d’une portion 
(1<* surface courbe, definie par les equations 

j-—9(//,e), j=:cpi(«,e), 9i(w, e)» 

esl donnee par I’integralc double 

- 4 - H* -h C* du d\\ 

A, B, Cdesignant les jacobiens des fonelions © 1 , © 2 » prises 
deux a deux. 

11 existe deux cas assez eleiidus oii I’on peut efleciuer 
I’ll mi des deux inldgrations necessaires pour le calcul de 
cede inlegrale double. 

137. (lonsidt^rons, eii premier lieu, la surface engendri’e 
par le luouvemenl helit oidal d'uiie courbe. (Ce cas coin- 
preml celui des surfaces de revolution.') Prenons pour axe 
des r- r.ixe de ce inoineinenl, el soienl 

A Z==L^(u) 

les equations de la section de la surface par le [dan des X}\ 
I.oisquVlle aura lourne d'un angle elle se ^era ele\ee de 
f)M\ /}t diSignaiit une con.slante. Le point (\, A ) sera done 
\eau en un point ix, z\ ou 

j' X cose, y ~i:\ ^iiie. zz^Vj ftiw 

l^es deux \ariables independanles seront u el e. el Ton 

X'sine.m — Xcosi’.Z/, 

B rr — Z'. X sin e — rn . X' cos e, 

C X' cose. X cosi' - 4 - X bin e. X^ sin e r- 


aura 
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Cette expression ne dependant que de «, I’mle^gralion par 
rapport a i* sera imm^‘diate. 


138. Cherchons, d’apres cette formtile, Taire du tore en- 
gendre par la rc^volution du cercle 

X r™ a-f-r cos w, Zm/ sinw. 

On aura 




el la fonclion a integrer se rednira a 

r\ 'zr r(a renstt). 

On aura a integrer de o a ar par rapport a r, puis par 
rapport a u. La premiere integration donricra 

'^7r/‘(o /* cos«) 

et la seeonde 


[ 2 Trr(a^/ ~H r sin u 9 .T,r, 27:0. 

139. Le second ra*^ e^t eelui des surfaces re5gI^e^, definies 
par les Equations 

X zz a -h hfi. y -z ai~h //, z -z: ab^ w, 

a, etant des fonctions d un paramtMrc r. 

En designant leiirs derivees par a\ b\ on aura 

C = b((t\ -t- b\ u) — b^{ o'-h //o), 


Par suite, -f- B‘ -4- sera de la forme 

on M, N, P ne dependent que de c. Or nous saxons effectuer 
rintegration indefmie de ce radical par rapport a u, 

140. Consid^rons comme application le paraboloide li>“ 
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perbolique d^fini par les t^quaiions 

‘ ^ =r a 4- 6 W 4- r V d M(', 
y rz: a, 4 - 6i w 4~ C, i’ 4~ e/j 
5 zz! iiitj 4* It, 4” Cj <' 4~ d 2 // i’, 

a, ... etant des consLanles. 

Ciiiacun des jacobicns A, B, C sera de la foritie 

a 4- 4- */ i’. 

L'ex press!on i iiile^rer sera done de la forme 
y/I' da dk'^ 

F tHanl une fonetion du second def»re en (/, r ct positive. 

iVoposoiis-nous de ealculer Faire (h* la portion de surface 
comprise enlre les qjiatre ^t^aeralrice> n -■=: ^ = 

(' —c,. Prcnons pour variables iudepemlanles, an lien de tt 
et c, de nouvelles Nariables fom'lions lineaires de u el 
de i'. Ccs fonclions pourront elre clH>isies de manierc a *a- 
mener f' a la forme 

mil h r rr), 

m etanl nu facleur ( oiihlanl. L<‘ jarobiea de la transforma¬ 
tion est ef»alemenl nne coiistante. Eidin on voit alsement 
({lie le nouseaii <diainp d'inl<*j<ralioii sera uii parallelo¬ 
gram me. Or un parallelogramme i el gencralemenl un polv- 
gone quelconqne) pent ctre considere ('omme une somme 
alg<du‘i<juc de triangles ayaut uii somniet a I’origine dcs 
coordonnee^, 

(dierchons done la valeur de I'integrale 

Sy I — £' 4- fr dfi 

dans un semblablc triangle. 
f\)8ons 


rcosr,). 


Ti /’ siUf,), 
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S^'^i ; *r (ir dh), 

Les c6tes du triangle qui passent par I'origine onl des 
tMjuations de la forme 


6 ) 


fj>0. 


el le cole opposd une etjnation de la forme 


__/i 


p el Ik elant dc^ con^laiiles. La j)remicre inlcgralion, par 
rapport a i\ [)eut s'elVecluer el donne comme resultal 




^ _ I I CO-'’ (fa — / ) />“ 

^ ros^ {ft) } ) 


df, 


- dfsi. 


11 restcra a iiil<‘gr(*r (ctle expression de tOo a (*>,. Celle 
integration |)eut s’eHectuer aisemeiil en posanl, dans It' pre¬ 
mier lernie de la diOV'rentielle proposei*, 

(f,) } \ zzz 1. 


II sera transfornie en 


I , , 1 dt 


exfiression integral)le par les mtHliodes (‘oniineN. 

141. Considerons enfin rdlipsoide 

(t) 




I. 


Chercdions Taire S de la moifie de cet ellipsoide situee au- 
dessus du plan des .ry. 



int£gralrs htvmHS. 


I/is 


Dt^coiiiposons I’ellipse dc base 


.i “ y-* 

T- 


(Ml ehhiUMils infiniiiient pelits rh. (^Iiacuii d’eux sera la pro- 
jeciiou <run el(Mn(*n! de I’aire oIkmtIhV, ('*gal a 


//a 
— ^ 
»s 


(It^igrian* Tangle (jue la iiormale a T<'*lt‘ineiU lalt a\('(* Taxe 
(les V. Nous aurons <lon<‘ a ealeul(*r Tintej^rale douldp 


Or on a 


S (h 
cos Ci) 


cos Cp : 


4 : 

\' ' /V r 


i.e lieu des points pour les([uels est ('oustani s(M’a don(‘ la 
eoitrlx* (T'dinie par TtMjualiou ( i) el la suiiaule 




.C' 

Co>’" C/l-i — 


T^liiuiiiant r.-, on aura, poui la projec tion de celte (ourlx* 
sur le plan des jy, Tellipse 


./•" / a-—c . 

, - 

a 


('os^ O 




I — —77™ ros' c; ) " : I — cos^ C?. 
b~ 


don I Taire I sera 

zah 


I - CO^'CJJ 


^ ( I — COs'q) (I — cos* 9 ) 


en posant, pour abr^ger, 
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La Somme des ^l^ments d<T^ corapris entre les ellipses f et 
o ~h sei'a <5videmmeni rfL\ et la bande correspondante 

de Tellipsoide aura (^videmment pour aire -^5^. On obticii- 
‘ ^ cos f 

dra S en sommant toules ces bandes, de «p = o S cp =r - » ce 

qiii condiiil a diHerminer I’integrale simple 

f . 


142. Considerons d’abord rinlegrale indi^finie. 
I/inti^gralion par parties donnera 



r d\] 

_ u 

( Vd ‘ - 

el. <‘n posanl 

J coscp 

COSO; 

J co-^cp 

<x co >9 

sin'^, 

«* 


d'ou 

f 

1 — 

nt* * 


-j- f ::ir - — : r r=: z= =:::::: := > 

zao cosvj^^^'i — A*sm*'!y 


on a 


cos^ 


: ad 


COs'j# 


sin d/ 




za// 


r dv 
I rO'»Q 




a i — /r* 


asin*’^ 


Mais, en rempla^aul, dans la derniere inlegrale, y.'^ par 
a® {I — /*•- sin-* *l 4- sin^ 'i), elle deviendra 


( 


I 

a 



'R. 

f,‘ 









d]^ 

sin*’]/ 


=n: — dcoi^; 


Or 





on anra done, en integrant par parties, 


J sill* I]; ‘ 

rz :—^ I s i n * CO I 

J yj \ — /{i sin^']/ 

rr — y/T — si n* 'j; col t}' 


i._,) /V 

J sJ x — J 


I — sxn^^ d'b. 


Reiinissaut ccs resiiltats, il vient 


I /V/U a-—sin*’^ - ., Y ' , 

-^ I -r:^- r — ~ :r , ::-—— a\^ \ ~ h^sui^b COl 

TtahJ oosep a siliti/<‘os'^y^i—/’'sin’'?,}; 

-f~( a- ( -p:^J~=r~^:=:=r —OL ( v/l — A * ^1 n* 6 

\ ^JJ y^i “ - A J 


lid, n lie reste |)lns (ju^a assigiier les liinites de i’inlegra- 
tion. Or, [)oiir'^==o, on a b = arc sin a; pour ^ »i r-r o. 

C)ii reiriarcjuera que la suhslitulioii i = o. rend inrmis les 
deux term(‘s loul inlegres. Mais leur diHerenre s’annule; 
ce sent, en eft'el, des fouelioas impaires, donl les saleurs 

|)rinci|>ales ^ cl —- se delniisenl. 

On obliendra ainsi la forimile 



a C'lna 

~t X j — 4* siti*^ 

* ti 


L^iirc cherchee s’exprime done par les inlegrales ellip- 
liques de premiere ct de <leuxieme espece. 


lii. VoetTMES. — Soil K une region de Fespacc dont on 
demande Ic volume. 

Si la fronti^re Q de R (fonnee par une on plusieurs siu- 
J. -- U. io 
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faces) peut sc dticomposer cn iiu noinbre lirii de regions 
lelles qu’uiie parallclc a <)5 uc coupe chacune d’elles qu’cn 
uii seal point, menons des cvlindres parallcles a Qz el ajant 
pour directrices les contours qui bordent res regions, Ils 
decomposeront K en champs partiels, dont chacun sera limilc 
inferieuremenl par unc surface So—y’o superieurc- 

inent par une surface j|=:/»(ar, el laleralernent par un 
de nos cylindres. 

l^e \oluine correspondaul sera Sdjr r/ydz. Kdectuanl 
rinli^gration par rap[)orl a son expression dexiendra 

S i -1 — -0) d.v dyz=zS[Zi — Zo)(h, 

inlegrale double ayanl pour champ la section droite t dii 
eylindre. 

14^). Clierchons par evemple le volume d un eylindre 
parallele a i)z el limile, crun cole, |)ar le plan des x \\ de 
raulre, par la surfa(‘e S delinit' p4n' equations 

,r e), y ~ e). 

On aura ici jy = o, z^='Z 2 el le volume eherche seiM 
donne [)ar rintegrale doul>!e 

Szd'J^ j I 

C designanl le jacobien de cs et de 

Celle inlegrale double sc ramenc elle-mcme a une inte* 
grale simple : 

Si la surbice S est h^licoidale [ou en parliculier de 
revolution]; car on a dans < e cas (137) 

C—\\\ 

el<j> 2 lCi elant lincaire par rapport a (', on pourra elTectner 
rint^gralion relalive a cetle variable; 

2 '^' Si elle est reghJe, car ^2 et C <Haut liucaires en iij I 1 
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sera par rapport a cetle variable un polynorne dii second 
degr<J, qu’on sail inlegrcr. 

140. Cherchons, comme application, le volume compris 
enlre les plans des xy^ dcs nne deini-sph^re de rayon /’, 

Fik. 7 . 

V 



aver son centre a I’ori^inc, ct iin 0 lindre droit donl la base a 
pour diamclrc Ic rayon OA (Jl^. - 

I^renons des coordonneo scini«j)olaircs y 3 dcteriniiices 
par le^ relations 

X ~™ 0 eos 1 p sin r- 


1 /ordouncc z d(* ia splirre csl c\idemmeijl dclinie par la 
relation 


On aura, d'an In' [larl. 


co'^v —p'-'inc^ 
sino oco>o 


Nous aurons done a tnalucr rinlegrale double 

le champ d^intt’‘‘j;;ration tHant le lrianj»le curviligne \OB. 

One premiere integration par rapport a p donnera pour 
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OM et ON ^lant des valeurs extremes de p pour une valeiir 
d^iernfiiii<5e de Or la figure donne OM = rcoso, ON = r. 
Substituant ces limites il viendra, comme resiiltat de la pre¬ 
miere sommation, 

r’ 

— sin*cp ^ 9 . 
o 


Integrant de nouveau entre les limites extremes de ©, qui 

sont ici o et -1 on obliendra le volume clierche 
a 


Ji 


ir 

/■»* 


* r - A® / 

^ I sin*9 lio in-y- I —(1 ~ cos-<j?)^cos9 
J 0 ^ 0 

H 

i 






147. Cherchons encore le volume compris enlre le plan 
des xy et la moili^ superieure de rellipsoVde 



Celle Equation pent 6tre remplacee par le sjstcmc des 
suivanles 

m a sin COS«| m/y sin sin «/, 5 me cost, 

el Ton obliendra tous les points du demi-elHpsoide en faisant 
varier w de o a et e de o a 
On aura 

C m — a sinsini^. 6 cos v sin u 
— a coscos u.b sin V cos u 
m— ^Asfni^cosr, 
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Le volume cherch^ sera done donn^ par Fintiigrale double 


ir 

abcSs\t\vco%'^{fdvdu:=i%nabc / cos*psini^ 

J 0 

TT 

/ COS®<’\* 2 

rr27r«oc^——g —J rzz-^nabc, 

148. Si I'on voulait adopter dcs coordonn<5e polaires r, Q, 
o, on d<5composerait de meinc K en champs partiels, limit^s 
chacun par deux surfaces 

'‘o™/o(^i ?), o)f 

el latcralement par un cone ayant son soinmet k Torigine. 

L’<5l^ment de volume etant id s>lnH dr d^ do, le \oluirie 

* ■ 

de cette region sera 

Sr- Hill 0 dr dO do. 

Integrant par rapport a r, on aura I’integrale double 

~S(/ ] — rj) sin 0 db do. 

149. Masses. — On nomine derisite moyenne d un corps 
le rapport de sa masse a son volume. Un corps sera kornogene 
si, en le decomposant d une inaniere <|uelcon(|uc en plu- 
sicurs parties, ces di\erses parlies out loules la m^ine den- 
slttS moyenne. Dans le ca.s coiitraire, le corps sera hetero- 
gene. 

Consid^rons un corps In^terogene; soient P Tun de ses 
points; Q une portion du corps, qui contienne Ic point P. 
Nous admettrons que, si I’on fail decroitre ind^rmiment sui- 
vant une loi quelconquelediainelre de Q, sa densile moyenne 
lendra vers une limite deterininee. Celle limiie se nomme la 
density au point P. Cette densile \ariera en general d’un 
point 4 Pauti'e et sera une fonction des coordonnees. 

Stipposons que Ton connaisse cette fonction etqu’elle soil 
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continue. Proposons-nous de calcuJer, d’apr^js ces donn^es, 
la masse totale du corps. A cci elVet, d^composons le corps 
en ^l^menis de diametre infiniinent petit. Soient AV Fnn 
d^eux; p la density en itn point {x^y^z) choisi arbilraire* 
ment dans AA . La density moyennc de r(^d<?raenl sera p-h s, 
£ etant infiniinent petit; sa masse sera done (p t) AV, el la 
masse totale M sera donnee par la formule 

M rr 2(p -4- £) AV. 

Si Ton passe a la liinite, Ss AV lendra vers zero, car son 
module ne pent surjmsser 

•ciAVrrrriV, 

V designanl le \oluine du corps, et rj la phis grande des ([uan~ 
tites jej; or celles-ci lendenl unlformerneut \erH ztho dans 
tout le corps. Done M sera efcal a I'inlegrale triple 

lim ip AV 3= Sp 

i^tendue a tout le corps. 

150. Centres de cKwrrt. Moments r/iNEirnE. — Soient 

(x, y^ z), {x\ y\ z'), ... de** points dc masses /?/, in',- 

On nomine centre de gravite du sysleme le point dont les 
coordonnees X, ^ , Z sent defiiiies par Ics equations 

i rn X ^ i in y i rn z 

i m X in z m 

et moment d'inertie du systeme par rapport a une droite la 
somme 

5 designanl la distance de la droile au point (x,yjZ) de 
ma^^se m . 

Si, au lieu d une serie de points isoles, on a un corps con- 
tinu, ces sommes se changeront en int^rales. Decompo- 
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sons, en diet, le corps en ('elements infinimenl petits, comme 
plus haul. 

Soienl 

AV le volume d’lm de ces elemenls; 
u la dcnsil(^‘ en un dc scs points z); 

5 la distance de ce point a Paxc par rapport auquel on prend 
les inonicnls d’inerlie. 

I^a masse nt de rekhnent sera sensihlenicnt egale a pAV. 
D’aulre part, lousles (mints de rdement auront sensiblement 
pour coor(Ioiiiu'‘es .r, w, el leur distance a l'a\e sera sen- 
sihlement egale a o. On aura done, (Ui passant a la limile, 

i/// --limi; 7 AV —SijriW, 

A//?.r~-r liniiy ^ A\ S|7rr/V, 

io/r;-- Innijao’AV 

I'll. Applicitfian, — Noil a lron\cr k‘ jnoment d'ineilie 
d'niK' sphere liomo^^me, pat* rapport un diametric Prtniant 
eetle droile |)Oiir .i\e des ^ et le centre (h‘ la splH*re j)Our ori- 
giiie, on aura 7- II faiuha done cahuiler I’inlc- 

grale 

Sp (,r* -f- ) d\ . 

On Irouverail de nieme, pour k*s momenls d'inerlic rcla- 
tifs au\ axes des x el (Ie> Vt 

S/j.( y-' -h r'O et 

Ocs Irois moments (riiuTlie sont e^aux, chacun d'eux sera 
ega! a la jnovenne 

~ Sp ( r ^ -1- d i rM . 

En coordonnees polaires, on aura 

4- y* 4> 5’ =r /•*, d\ cir r* sin 5 cir dO d'^. 




15a secoNDB partis. ghapitrs in 

Ob aura done i calculer IHnt^grale 

|S/jLr* sinOrf/'rf^rf^. 

Baas I’^iendue de la sphere, ^ varie dc o 4 arc, 6 de o k Uy 
r de o a R, rayon de la sph^*re. 

Les integrations sont iminediates et donnent pour resiiltat 

a —TtR®. 

^ ID 


V. — Vecteurs. 

152, Nous eiahlirons dans cetle section une seric de rela¬ 
tions iinporlantes enlre des integrales definies. Toutes les 
demonstrations supposcnl qiril s'agit d'ialegrales ordinaires, 
Nons admetlrons done, une 1‘ois pour toutes, sans Ic repelcr 
k chaque fois ; i'* qiie le champ est borne; que les fonc- 
lions arbitraires contenues dans les formules, et toutes celled 
de leurs derivees qui iigurent sous les signes d’inlegration, 
sont continues dans tout le champ. 

15ii. Soienl K une region de Tespace; 0 sa frontiere. 
Decomposons K en cjliiidres ^deinentaires paralleles a Tim 

Fig. 8. 



des axes coordonm^s, tel que et arr^t^s a leur rencontre 
avee 0. La figure 8, ou K repr^senle une sphere creuse, 
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met en Evidence qiielques-uns de ces ^l^ments cylin- 
driques. 

Soienl k Tim d^eux; rfto sa section droile; c/ar,, les 
^Mments de Q qoi Ic ternnincnt; n^x les angles que les 
normales ^lev^es sur ces elements exterieuremenl a k 
formenl avec O^; n^x sera oblus, n^x aigu; on aura done, 
en tenant compte des signes des cosinus, 

r/w rr: — ds^ COS tl^X ds^ COS rifXn 

LVldnient de volume dans k est d’ailleurs 
dv m dxd<,). 


Cela pos^, soienl P uno fonction quelcoiKjue des coordon- 
nt^es; lb, Pa ses valeurs sur r/a*| et et cousiderons I’inle- 
grale <le volume 



di\ 


La portion de cetle intt'‘grale correspondante a A sera 
fdV 

f dr r- ( Pj — P j ) rr Pa Cos n ^ x d^t P i cos n i x dtji . 

Sornmonsles resullats relatifs a tons les cylindres deinen- 
laires, il viendra 


(0 




Posons dans cetle fonnuJe eenthale l’ = x; elle devient 


(a) 


J I'J di'= J'J" X cos, ajc da 


el donne Pexpression du volume par une inlegrale double. 


154. L’emploi des coordonn<5es polairesr, 6, c donne lieu 
A des formules du mime genre. 



SECONDS PAATfK. 


CHAHTRK JI, 


I 54 

Soil O Torigine des coordonn^es. Siipposons-la d’abord 
en dehors de K; Nous dc*composerons K en eknnents Iron- 
coniques {Jiff* 9 ). wSoit k Tun d’eu:si. II docoupe sur une 

9* 



sphere de raj on 1 et de centre O un ehhnent (ho^ qui in(‘sure 
son ouverliire, et snr il des cdtunenls ^'^ 2 * soienl /ij/*, 
nar les angles quc les iiormales extcrieures elexees sur ^/t,, 
rfffa forinenl avee le rayon \erleur; /«, r sera ol)luSj //^/ aigu, 
et Ton aura 

^ _ rA’, cos/Zj/* dsyco^i/i.r 


Considerons rintegrale 



(Jr 


dr. 


L'element de \olnnie dr dans h etanl r-c//’</(o, la portion 
correspondante de rinti!*grale >era 

S dP . j ... I, X / \\co^n^rdc;i \\co^n t\d(j^ 
— drd(.>—(\\~-\\)drsi==~^ --^- 1 - 


fudr 

La soinmation donnera 




155. Si O esl inttSrieiir a K, nous decrirons de ce point 
comme centre une sphere A*, d’un rajon p infmiment petit. 
Soient k son volume, (o sa surface. 
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Appliquons la formule prec^dente au domaine K — k 
limits par Q el (o, on anra 




I* cot. A//’ 


■fi 


P COS nr 


cifj. 


Passons a Ja 
lendra (93) vers 


liinite, L’inl^l^^rale du premier nombre 



dr 


(ic. 


D’aulre pari, sur co, r a la \aleur constante p et cos//r = — i 
(car la normalc exterieure a K—A esl directeinent oppos<5e 
an ra>on ^erteur). filnfin Taire <0 est (5gale a 

L’integrale sui\ant o) sera done egale a—~ ^Ttp-rrr— 

r" 

p. cHant nne \<dtMir interme<liair(» entre le maximum et le 
minimum de sur la sphere, Lorsf|ue p lend \ers zero, run 
et raulre lendenl \ers 1%, \aleiir tic P a Torij^ine. 

On aura doin' pour un point inlcrieur O, au lieu de la 
formulc (3), la sui\anl(^ 


('0 




13(). Supposons enfiu (jue O soil sur U el soil un [>oinl 
ordinaire sitr cello surfato. Soienl /*< la region commune 

iM-. •«. 



a K et a A; t»>i el llj l(*s portions ile co ot de U (jui la 
bordeni {Jig* 10 ). Appliquons la formule (3) au do- 
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muine K —/Ti, bord^ par 0*-^Qi et to*, puis passons k la 
limite. L’int^rale triple suivant K — A% lendra vers 



dp. 


De m^me l^int^grale de surface suivant U — Q*, 
vers 



P cos nr 
p 


da. 


tendra 


Pour IVlablir il suffit (9o) de mbntrer que, pourr= o, 
—Y " — est d’lin ordre d’infiniludc < 2 . Or, r cos nr est ^gal 
k la distance 8 de I’origine an plan tangent mend ^ Q, i Fexlrd- 
mite de /*; et Ton salt que 8 est de I’ordre de 

Enfin, rinldgrale prise suivant coi est egale h —^ a>,. A la 

P 

limite u lend vers P© et < 0 | \crs - to =z uTzp^, La \aleur limile 
de I’inldgrale sera done — 2 7:Po, ct Ton aura fmalement 




lo7. Posons dans les formuies prdeddentes P=:~, 
d’ou Po=o; elles donneront une expression du volume 
de K, 

//X-=j/X r cos nr da. 
dV* 

158. Posons P = I, d’oii — o: CCS formuies donneront 
’ dr ’ 

la valeur de I’integrale 

cos nr , 

--— da, 

Elle sera egale a 

I® zdro si O est exterieur a K, 

2 ® 4^ si O 6St intdrieur, 

3® 27 c si 0 est sur la froiitiere. 
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150* On oblient des r^sultats analogues pour les inl^grales 
prises dans des domaines plans. 

Soient Q un semblable domaine; C sa frontiere, form^e 
par une ou plusieurs courbes; r, des coordonn^es polaires, 
dont I’origme O soil ext^rieure a Q. 

Parlageons Q en bandes el<$mentaires, comprises chacune 
enlre deux rayons vccteurs et arr^t^es a C {/iff* 11 ). Gonsi- 


Fig. II. 



derons Tune d’clles. Soient </© I’angle des deux rayons 
vccleurs, ds^ lo» ekWnents qu’elle de(aclie sur C; /2|/‘, 
n 2 y les angles Cjue les normales exlth'icurcs elevees sur ds^y 
ds^ forrnenl a>ec le rayon \ecleur. On aura 

_ dsicnsfiiT _ 


(dSiy ds2 etanl pris j)Ositiveinenl). 

D’autre [)art, relemenl dir de Taire sera rdrdo* 
Considiirons done I’inlegrale 



Lapartie de celle inU^grale relative i la bande ^lemenlaire 
sera 

i> V ^ l^coswsr . , PjCosAiir . 

(Pl~* --i-;- —dSu 
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m 

el la sommaiion cionnera 


(7) 



I* cos nr 

j 


ds. 


160. Si O est inlerieur a U, decrivons de ^ point comme 
centre iin cercle de rayon iniiniinent petit p; soient <» son 
aire, c sa circonf^rence. Appliquons la foniiulc prccedeute 
an domaine U — to boring par C et r. II viendra 


r 


dQ :ir 



Pcos//r , 

- d$, 

r 


Passons a la limite. L'intcp^rale du premier ineml)rc lendra 
vers 


ff-- 

J Jii r Or 


d'j^ 


D'alitre part, dans Tink^^rale 



l*cos/tr , 

- ds, 

r 


on a 7 = 0 , VOS nr = —i. L'inti^^rale aura 
valeur 



done |)our 


pdcjsi^nant une \aleiir inoyenne de P bur c. Or, a la limile, 
p. tend vers Po; on aura done iinaleinenl 


Si O elail sur la frontiere, on verrait, eoinme an ii*’ I^iO, 
que Ic terme complementaire — qltA\ devrait 6tre r^duit de 
moiti<^. 

161. Pos^nt dans les formules ci-dessus P= —t on* aura 



^ IKttiStRAtKS D^fmiES. 


IVxpression de I’aire 


(9) 



1 

2 


f. 


r COB fjr da. 


En posant P = 

¥ 


i\ saxoir 

o 

2r, 

r. 


on aura la valuur de Tinlegrale 


/ 


cos nr 


ds. 


pour O exlerleur, 
pour () inlorieui, 
pour O sur la fronliere. 


1^9 


102 . Si an lien des c<)ord(»nnecs |)olaires on ein[)loic de^ 
coordonnt 5 eb eartesienn(‘s .r, on d/composera Q en Landes 
paralleles a Or (/is(. i ("onsid<'Mons I'une dVdlos, de 



largeur dy^ d liniilre par le> aie? idemcntaire-» rfv,, ds,; 
on aura, n^jr designanl l(‘s angles des norinales exte- 

rieures aver 0 ,r 


* d\ -— (hxco^ni.v d^.cosn^ t\ 
La ptirllon de l inlegiale 


*dP 


da 


correspondaut a celtc hande sera 

* "*1 

Vi)dfz.- Pj cos//j.r ds^~y Pj cosniX dsf. 



'T KStiAmis h# 


Bat une somoia^oit, 09 t^Quvera 


# #, k 4-<[, ^ 

163* Posant P =: x, nous aucons une nouv<jllc^||>r«^ 


Paire 




xcQ&nxds. 


Posant d’autre part P = i, il \ient 


/ cosn 


X <h =: o. 


C’#M Je^iSorenie des piojectioas, *» 

■ . «•' " / 

i64. IjixfGRALES cuttv iLiGWFS* — Soit L iiii atc do courfie^ 

paries ^cMtalions * ^ 

x = <^s, / = 9|.^ 5 = ^ 

Parc s liiant pris pour \arlable iiidependante. On aura 
dx r= X*' ds^ dy rz. y ds^ dz rr z‘ ds, 

Soient P, Q, R des fonctions de x^ fj :j; leurs valeurs Gtt 
chaque point de L seroni d<5lerininees eii fonclion de 5 ; ei 
si jpo, Si sont les \aleurs de s au coinmencemenl et h la fin 
de L, on pourra calculer PinU‘grale 


/ (Px'-f- Q7'*4- H 5 ')#. 

d ji^ 


Une expression de ce genre nomine une integrate 
cunniigne f^nse suiydini L et se represente par la notation 


P ^ r -f- Q dy -f- H dz 


Eiie changerait <5videmni|nt de signe si Ton d<Scrivait la 
Ifgpe L en sens contraire, d$ devenant nijgauf. 


w 





a^p* te» l(>Dfa«il«s des n'** 130-163, 1«8 <^14- 
8^1 )>its ti ^j oara positivemeta. 

' ^f» riti||hi«)e curviligne variera en g^'iii^rai, ^ 

jM# atte autre iigne d’intjfgratiok U aj^nt 


weft^lL*^8t situ4e dans Ic plan des ary, s et ds serom 
* jBWgt rintft^le se r^dnira 4 ' 


J'p dx + Q d >, 


^8 fonctions de x,y. ► 

6S. fro d^Unitions posees, considerons, h p|ail^ 

ferme (’ {/fg^ id). Soieni-nIs^normale 

A * n , % 

' fig. i3 



f‘VtiSrij^«re en Tun dr ses |M»nils, ft t r«»n»;le qu'clh' fall 
a\^r Ox; t la li3r||geple incnee dans un sens tel qiie les demi- 
droiteb /i, t aienl entie elles les inrines lelalions de position 
qua Ox, Oj'; on aura, ]H)ur un pelil dr|)lacement c/v dans 
le sen^ de 

dy -d<icosnj'. 


Si done on di^crit le contour C dans le sens indirpu^ par la 

llfeclie, rinu^f^rale eurxlligne obienue f P efy sera 4gale ft 

# »/c. ^ 

jf Pros/ixc/^y, on ft rinttJgrale double ^ ^ 


h ^ lu 






(-*)> Cj, .... En chaque point p de Q, on pent y: 
di^tingacr deux faces, sur chacune desquelles on peul Clever 

one normale (Jiff. i5). Si, partant de p, on chenjine sur 

1# , ' \ ' 

' . Kig. 15. 





de ce# faces sans traverser C, il peul arriver 
ajdif un contour fermd convenable, on se relrdu% 

■pMi'P la oppos<5e a celle d’oCi I’on ^tait parti. 

':!V'^ '■ Fig. i6. 

Af-——.B ■ 


E'' 









'Cette'^faypQtli^se'de' la naaai'^re. 






rt'l A . 1 


-I ^ 


'U> ’ ' tVEKHWi l(MI»ip. •»rf «» ■, . . 

mm foiiilb d^ pupier miimg^itire ABCl) # 
de tiaisiiii<^r« A am^ner C stir A ei 1) %m $} ^ ^ 

les ligaes AB, CD. La surface aiusi ubteaue §tm \ 
par un seul contour et jouira de la propti^l^ indi^ ' 


LatsS^ns de c6l6 ce cas singulier et admettons que 0 mi 
lieux faces distinctes sans passage de Tune a Tatitre. Appe^^ 
Ikas face posithe I’lme dVIles, choisie h noire gr^; la normal 
H ^kv4e sur celte face sera la noimale posilive. SoienI cos/ij?, 
cosn^: ses cosinus directeurs. 


168. ThCoreme. —V intigi ale de surf ace 

C dP \ , 

JaKdz dy } 


e^st igaU d Viniegrale cufviligne 

fpdjc— f Prfr-f- fpda 4- , 

<liacun des contours C 4 , C^, ... etanl d^crit dans un sens 
oonvenable. 

Ce seas depend de la situation ielaU\e des directions posi¬ 
tives Oaf, Oz des axes coordonn^s. On les choisit ordi- 
neirement de telle sorte qu’un observaieur ayant Ics pieds 
O, la t^le en z et regardant 0 :r, ait k sa droite. 
{Get ^nonc^ subsisterait si Ton ^ permutail circulaire- 
mmlx^y^z.) 

Dans ce cas, chacun des contours C,, C^, ... devra ^trc 
i<| 6 crit dans un sens tel qu’un observateur, debout sui* la 
face positive, et suivant le contour, laisse Cl a sa droitc 
devrait le laisser a 'gauche, si Oy etait a gauche du 
|ikn zOx). 

liemarquons lout d’abord que si, comma au n® 166, noM 
pHtiageons 0 en pfusieurs regions par des transversalts, 
k ihf^tkme^ suppo $6 vrai pour chacune d’elles, le sera 



X 

suffira d^n© 4^^tajblir !e ih^or^me pmr une Q 

Iin^iWe pa*’ taiwi seul ^oniour hrmi C et a&s^aj petite pour 
»’y chauge pas de signe. ^ 

l^e eboix de la faee positive est d’aHlcurs indiflterent^ CW 
le ebaiigement de face entraJne celui du signe des cosiutis^ 
0i celui du sens dans lequel G doit ^tre decrit. Les deiiii 
jsembresde a d«5montrer changerpnt done tousdeux 

dc sigoc. 

Nous pouvons done supposer cosnz positif. 

Gela pos^, sur la surface Q, ;; est une fonction d^termia^e 
de Substituanl cette \aleur dans P(x,yj 5 ), il viendra, 
sur Q (et en paiticuHer sur C), 



, \ 

V 

f- 


P(jr,y,i)^‘l?(x,y), 


<f ^tant une nou\elle fonction de x, y seiils. 

D^rivons cette egalile par rappoit a jp, x restant constant; 
il vient 

dy <)z dy dy 


Mais la dioite qui joint sur la suiface les points 
et {x + dx, y tly, z -^dz) est pei pendiculaire k la nor- 
male; d’ou la relation 

co<i nxdx -+■ co‘ ny dy -¥■ cos/i; dz = o. 


On en deduit 

el, par suite, 
'dP 


d^ 


co>rt Y 
cos n j 


/dP dP \ . /dP dPds\, 

\ds dy ) \dy dz dy) 

df 


dy 


da', 


da' d^signant Pdldment de I’aire de la projection Q' de Q sur 
le plan, des xy. 

Soit d’aulre pari C la projection de C sur le m^ine plan* 









^pK;-*'. , .A- A, “'A ■ 

B||ti^'Coaa tPrsi t*, el d'auM^ part tix a la' Y4pil|/ 


^^lesj^l^menucorrespondants de'Cet'de O. ,' ’" ipf 

M||I^V^®^i^'G'devra'4tre d^cnt dans'le'sens Gorrtsp^^l^pf-J' 
K^ifeittS de C, 'C’est-'4-dire, qu’un observaleur d-ebodt aa^ 
nilta borizontal el parcourant C' devra laisserQ' 4 aa draitew 
K. ^dgali^ 4 d^inontrer revienl done 4 celle-d 


X*-=-/X"-' 


f,; ^ ; 

«;■ ' , ' , ,; 

j^sulte de la formule (12) en y posant P= Q =r p; 

Ir* Chimps BE vecteurs. — Soient F one foBCiioa de 
'une droiie de cosinus directeurs cos«, cos cosy 
S^ e de poiat (;r, j, F + AF la valeur de la foBctioii an 

(a 7 -+- h cos a, y + h cos p, 5 + A cosy) situ <5 sur I une 
inftniment petite h du point (x^y^z). La liinite dti 

k'K • , / ' 

^ se nomme la d< 5 riv^e de F dans la direction I et sa 

|dd»i,fne,par^^. 

tpf St F cat d^veloppable par la s^rie de Taylor, on aura 


A* fd'F , 

-1 T—r cos’a 

I .a Ldo;* 


dF I 

+ ^7‘=o*yJ 

dF dF . 

---cosacosp 

ax dy ^ 






dl “ dx 

d»F d»F 


d*F d*F 

co$*a: - 4 - 2 cosflK C0»^ 


la Oppos^e^ ; epsiwoi 





lift* Sokut P, Q, E trois fonclions de (^,y, «); IIH 


i^pKieilt de droite issu du point et ayant poiii* pro^ 

leefieni PjQ,E. Ge segment se nomine un vecteur.lu^m^ 
lemHe des vecteurs correspondants aux divers points d^ 
iWpaee cojastitue un champ de vecteurs. 

Si Fott con^oit que le\ecteur rcpri'*sente ime fqrce^ le 
tl^vail accompli, lorsque le veoteur parcourt une iigne C, sei^^ 

Lcos(L, «/y) r/9 rrrjTp 4 - Q dy -h H e/:?* 


On nomme ligne^ de force celles dont la tangentc eo 
cbaque point est dirigee smvaat le \ecleur. ^ 

Concevons d’autre paii que L leprcsenle en grandeur el 
direction la vitesse d’un llinde en nionveinent. Consid^rona 
un ^Idment de surface di passant par le point (jc,y', 5). II 
pr^sentera deux faces, que nous appellcrons Tune positive, 
Pautre negative. Soicnt cos/ir, cos/iy, uysnz les cosiuus 
directeurs de la normale positive n \u bould’un instant 
fes molecules de ftuide qui se trouvaienl sur rfo* se seront 
d^plac^es de Ldt dans la dueclion de L. Celles qui les sui-* 

i ‘h" *7 



v^enli traversanl dv de la face n< 5 gative a la face positiv%^^ 
i^iSl|>iironi le cylindre ABCD {fig. 17) dont le volume ml 

! rf<ycos(L, n) , 




•** «, 

r If ' v" / 'Y 

;i^ <S0ia$i<l4i'atioii h mm ^ 

jioBiie 4 Fe^pression \ 

1/^ h^^iht /i)i!/<7::?: (Pcosn J?-h Qco8/i/-vR eo8fl4J)4<ry 


I Si l^oa changeait la d<5aommaUou des faces, les eosinad, tt 
^ |itr suite le Oux Iui~m#me, changeraient de sigae, 

I Le flax total a tra\crs une surface Q sera doan^ par riulA-* 



cosna 4- Q cosny 4 - R cos/i 3 ) rfcr* 


Oo nomine encoie * 

Tourbillon du vccteur (R, Q, R), un nouveau vectetir 
ayani pour projections 

dy dz ’ dz dx^ dt dr 

Db^ergence du meme veclcur, la loncUon 

^ ^ ^ 

dx ^ dr dz 


Hi. TH*^.ont\tr d’OsTROGuADSKv. — Uinti^gfcile de fa 
i^i^ergence d'un vecteur dans Vinterieur dhin wfcime 
esi igale au flux de ce vecteur a leavers sa fronlidre Q, te 
flajc etani compte de Pinferieut a fexterieur, 

Celle ^galit^ esl exprutiee pai la formule suivanle 


(*3) 


rm 

-fi 


dj: 


dy 


dz, 


d\ 


(P cos«.i -+- Q cosrty -h R cos nz)dttf 


' jgmfim, cosny, cos nz <5tant les cosinus direclcurs de la not'- 
4(ta« «xl4rieure. 

Or <an a 4iabli (1S3) r<5galil4 des termes qai d^peadeot 
? * d^ Pdains ces deux int^grales. E» permutant ar,y, s; P, Q, Rj 



,W'- 






m de des utmm d^pendtats 


nt^ XHtoHEME DE Stokes. — Le Jluxdu tourbillon dtim 
mcteur A tra^ef^s une portion de surface Q est egal au 
ftMail de mime vectein lorsque son point d^applicatiork 
dicrit ie contour C qui forme la frontiere de fi (dans le 
sens pr^cis^ au n® 168). 


Ce th^orf'me s’exprime par la formule 


(t4) 




1* dx -4- Q dy 4- l\ 




Or 1 Vgalite de^ lernies dependants de P a ele etablie (168)- 
Celle des autres tcunes s’en deduii par une permutation cir* 
f ulaire. 


173. Certains champs parlunlieis mciitent une mention 
speciale 

Champs a polentiel. — Ce sont ceux ou Ics composantes 
dll vecteur sent les derivees partielles d'une imhnefonction C 
qu’on appelle le polentiel du champ. 

Les surfaces U = const, son! diles .?wr/«ce5 de niveau* 
On a sur ces surfaces 


dU . dU , 
dx ay 



ce qui montre qu’ellcs sont norinales aux lignes de force. 

Le travail du vecteur le long d’une ligne I joignant les 
pollute (abc), {a^b*d) sera 



d5 


dz 



dVz=:V{db^d) 


Viabc), 



oa pliDii l^| , 

dies sijirface* de uiveatu. 11 «9i a»l pomr iibut inni^lNlN^ 


(l3%c6 dans une region oji 
Ii«f coi»|>osantes du tourbillon 


^ ^ <«j 
dx* ^y*" "S* 




d*U 



d»U 

dtdy* 


04 . Rdciproquement, lout champ de vecleurs (P,Q,R) 
la travail eat nul pour tout contour ferm^ aura un tour- 
HflblUaaidenliquement mil, et admettra un potentiel. 

£a effet, si le travail esl nul pour tout contour ferm^, la 
Pjiaiaiulc de Stokes montre qu’il en sera de m^me du flux du 

i|| j: * 

k Iravers une surface quelconque* Mats pour qoe 
ale qui repr^sente ce Ilux soit nulle quel que soil le 
U faut ^videmment que la foiiciion k inl^grer le soil. 
0m alira done 



/m 

dg 

\ 


W~ 

dz j 

1 cosnx 


/dP 

dRN 

1 /(^Q 

dP\ 


~ dx) 

|cos/i.r-i- - 

“d// 


ayant lieu quels que soienl les angles OH 

lidi) ^-^-0 

jy**) ^-*^_o, dx-^' 

JCief coaditiom expriment que le tourbillon est nul. Nou$ 
ntontrer qu’elles sufflsent pour permettre de d^er* 
nne fonetion U telle que Ton ait 

F rfjf -4- d/ H- K rfa = dV 


U 


Jr^SSS 


dU 


q. 


dU 

7y* 


H- 


m 

m 






/’'a ji 


VisfJ' Rrfs4-U,s*l + U, 


K^ne constante quelconque et U| une nou^elte 


i»T f * jr T 

dV dV 4- — r/5 -h . 

t^5 


=rs-=r^’-='—. 


■« — ^ij 


P# ^taat ce que devient P pour 
Dc m^Sme 

Enfin 

as 

Substituant ces \aleurs dans liquation i salisfaire, elk 
devient 

c/Vi = Po djc ’-h Qo dy. 

O^ailleurs en posant s — Zo dans la dernifre des relations (i 5), 
elle devient 

dQo dPo _ ^ 


Fosons 


dx dy 

u.= y"Q,dy = i. + u„ 


ya, ^tant line conslaoie. L’^qualion a satisfaire deviendra 

rfUj = Po6 rf-r, 

P## dtanl ce qoedevient Po pour_y =j^o. 

• Cette demiire Equation a pour solution g^n^rale 


f I 

n 4 4 


u.=/ 


dw -4- coijstv 


4 






* \f 


I /*' ^ ^ 




'ilM' i^im ^low fiiialeme^l 


^ s 

f V y 

{k 


X)^f hds*hf Qody^ f P^jorf^-l-comt* 


^ 1 
1 


La iBiithode que nous venous de sui’ire peut ^videmm^nt 
a^appUquer aux expressions diffi^rentielles conienant uti> 
HOmbre quelconque n de variables, etn^ous permet d’^nonOfi? 
le tbi^oreine suivant: 


Pour que rexpression 

Xt * 4 - Xj r/xj4“.. 

soil une differentielle exacte d\], il Jaut el il suffit 
qu^on ml identiquement 


d\i _ dX, 

dxf, Ox, ’ 

pour toules les valetits de i et de k. Si ce$ conditions soni 
$*entplies^ la fonclion li sera dejinie d une conslante pr^s 
€t pourra se calculer par une suite de quadraiui cs. 


178# Champs d facteur integi ant. — Ce soul eeux oi!i 
les composantes du \ecteur onl la forme sui\anle 


Ox' 


V , 

dy 


\{ 


dV 

W 


tJy V itant des fonclions quelconques dc x,y,5, 

Ces (Equations Equivalent a la suivanle 

Pd:r-+-Qrfj4.Re/:j —Vf/U 

||iii expiime que Pdx 4- Q4k 4- Rrf4J devient une diffEren-^ 
\ pfilE exacie 4U, lorsqu’on le multiplie par le facteur d’inlE^ 




II* ltd tourbiUon soot dati 9 ce cas 



dR 

dP 

ds 

dx 


ds 

dx 

d/ 


On en d^duit I’ldenlit^ 

<■«) Kf-S)-"’ 


-il 


dV 

dV 



_ 

ds 

ds 

dy’ 



^ _ 

dV 

dU 


ds 

dx 

dr 




^ _ 

dV 



~ dx 


d/ 

dx 


/dP 

dR' 

) H- 

r(^- 

dP\ 

Vd- ■ 

dr. 

1 

[dx 

~ d/y 


)=o, 


<jui exprime que le \ccteiir est perpendiculaire au lourbillon^ 


176. R^ciproquement bi celle condition est remplie 
Vdx 4- Qdy +* R<3f5 admeltra uii facteur integrant. 

Pour le deinonlrer, nous nous appuierons sur le lemme 
sui^ant, qui sera demontre ulteneuiement 
Lne Equation differentielle 

ci I Q dy rr o 

admel ioujours line solution dite gi'nerale 

/(?, >,C)“0 

nontenant une conslante aibilraiie c 

Celle ^qualion, r^soliie par lapport a c, piendra la forme 

r)=zc. 

On en dcduit 

dp j dp , 

H—— o 
Ox Oy '' 


En comparant cette t^quaJion a la proposee 


P 4- Q ^7 === o, 


m I'oU que P et Q devront dire proportionnels 



d<f» 





diJiQ 

dy 


#i mm temarqiions que P et Q conueane^t ii 
||^ des £o|QLOtiou5 f et pi, at Ton-aura ‘ , ^ 

. d<^ = ixP da:-h yiQdy ^ 

|f'/ ' ' ' ' ‘ ''• 

1^, . '§i doiaa poiis posons pour abr^ger 

' ■ ' ■ ' ' '' 




fi(p </x -+- Q rfy -t- R (ts) = df-h-u dz. 


||^?S* it «st ane fonction de o et de z seulemeni, on pouri^ 
^IpItiVCT deux fonctionsXet U de o et de s lelles que rt>« 


^ suite ' 

EB Aft (P rfj?-+-Q </>'4-R ) = X (rf<})-t-« rfs) =lDfU, 

•*prte que X jjl sera un facteur integrant. 

Ats;pour que u ne depende que de o et de z, il fad%t ii 
t qn’il existe entre les difil^rentielies du, df^ dz une 
lin^ Gelle-ci s’obtiendra, si elle existe, en 


dx et tfy" entre les'Equations 

do s= pP dx 4- pQ dy-\-^ dz. 








^ ^ ^ 
dy dy dz dy dy dz 


Substitnons dans I’^quation de condition pr^cidente et 
v" |i:|otttons la quantity nulle 

il vietidra 

Eflectuons les d(irivalion» indiquees. Les tcrmes ou p est 
didrivd se detruisenl. Sopprimant dans les autres le facteurp, 
on Irouve la relation (i6), laquelle est v^rifi^e par hypothfese. 


177. L’application du iheoreme d'Ostrogradsky an* 
champs de \ectcurs ci-dessus conduit a des formulas impox- 
tantes, connues sous le nom de for mules de Green. 

On a 


dx 


d’U dV dU 


djc.^ 


dx dx 


Si'done nousposons, pourabreger, 


d»U d»U 
du:* ^ d»* 


da’ 

da* 


:AU. 


,1a divergence sera 
VAU-t- 


dV dU 


£V ^ dV 
dy dy dz ds ' 




dx dx 

part, A d^signant la normale ext^rieure eiv |a 




IV 

«yoi^rieuit, I’etpressi^ <J« flux ««ra 


'««b^ vmtiiik mamkt it, '" 


w < 


fc /iHJ <IU (#U \ ,, «IU ,, 

C0S«X4- -^C08«y + V 


4t3 


^ 1*^ formula d^Osirogradsky deviendra done 


rfe 


-fi 




U et V ^tant desfonctions quelconques. 

Si oa les suppose <?gales, la fonnule prec^dente devieat 

-ny>- 

jD’autre pari, perrmUons Uet dans la formule (17) el 
retraachons Tequation ainsi obteniie de la pr^^c^deule. II 
viendra 

<■»> //X-/X f" ^ 


178. Une fonciion U est dile re^tiUete dans le doniaine 
^ coiiUuiies en lout point mlmeur 
Air I ri 

jft It oil silue sur sa ironliere 0 , et —«» -r-r> -r-r conlinues en 

’ dx^ dz^ 

tout point iol^rleur a K, el fmies (quoique pouvani ^tre dis- 
eontinues) stir tl. 

Lfesformt*les(i7), (18), (19) ne ceisseront pas d’etre vraies, 
v^t^U el V soUt des fonctions regulicres dans K., lors inline que 
les d^riv^es secondes pr^senteraient des disconlinuil^s sur Q, 
^' Soil en effel Q' one surface paraU{ile i Q, inOnimeni voi** 
el simle dans rml^rieur de K, On pourra appiiquee 
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ehacuae des fomnles pr^ciSdentcs an domaine K' bord(5 

par O'* 

Parsons a la limite. L’inlegrale ivij^leJ^J*J lendra vers 

III car la difi'^rence des deux inl^grales a pour maxi¬ 
mum de son module le prodiiil du maximum du module de 
la fonciion a integrer, qui est finl, par le volume de K. — K' 
qui esi infiniment pelil. 

D^autre part, chaque Element MV/t' de rinl^^grale de sur¬ 
face J*J* lendra \ers IVlemont rorrespoudant M-dv de 

II ; car la fonclioii M a inl^grer, ne conlcnant que U, V 

el leiirs deri\ees premuucs, sera eonlinue ; done M' lend 
vers M ; el dry* lendra aussi veiN d^ a eause du parall^lisme 
des surfaces Q el O'. 


179, Soil E ie domaine evlerieur a K. 11 a aussi pourfroii- 
liere 11 mais s’tHend a riiifini. Nous dirons que la fonctionl) 
est reguliere dans E si : elle est reguliere dans lout do¬ 

maine fini conlenu dans E; R designaiil la distance du point 

k rorigine, Rl , R 


,f)U 


R2 


__ restent inns pom R 

(fyt (jZ* * 


()V 


dz 


X. On cuionce celle der- 


nierc condition en disant que V est reiritUei^e d Vinjini. 

Si li, V soul rt^guHeres dans K, les formules de Green 
subsisteronl dans re domaine. Considerons, en efl'et, Tune 
d’elles el appliquons-la au domaine EMimite par 11 el par une 
sphere to de rav^on p infini. Cliacune de nos formules don- 
uera un resiiltal de la forme 

M et N tStant des fonctions idles que R^M, R®N reslenl 
limites pour R = x. 

Passons a la liinite : rinlf*grale x/x lendra vers 
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SS f ( 93 )* D’awtre part, soil p le maximum dii 

module de Np’ sur ia sphere. L’inl<5grale J* aura up 

module au plus ^gal a 4*^?^ > sa limite pour p =:oo spra 
done nulle. 


180. Champs t>e tourbillons. — Ce son! ceux ou le vec* 
tear (P, Q, R) (5tant le lourhillon d’un autre vecteur 
(E, F, G), on a 


(20) 




dV 




dy^ 


On en d^duil les consequences suivanles : 

1 “ La divergence ^ 5 ^+ ^ 4 ~ ^esi mule: 

2 ” Le flux a travers unc surface 11 liinit<^e par un contour (* 
sera, d’apr^s le iheoreme de Stokes, ^»gal h 


E dx H- F ciy *-h G r/c. 


expression qui ne depend pas de la forme de 11, inais seu- 
lement de son contour terminal; 

3® flux a travers une surface fermee etant egal a Tin- 
l^grale de la divergence, qui est nuUe, sera egal a z(h'o. 


181. R^ciproquement, si le flux qui traverse une surface 
fermee quelconque est nul, I’int^grale de^la divergence sera 
nulle dans un doniaine quelconque; done la divergence elle- 
m^mele sera. 

De cette condition 

dP d() dll _ 
dx ^ dy ^ dz 

on deduira comme il suit la possibility* de satisfaire aux trois 
Equations (»o). 
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Cberchons tout d’abord line solution partlculiere, ou G 
soil mil. 

, On satisfera aii\ deux premieres Equations en posant 
K— / Qrfs, F=:— r Pdz-\-f{x,y), 

•^3. •^3. 


<p elanl unc fonction arbilraire. 

La troisieme (Equation deviendra 


=f 


dz d.c 


- H- H(y -+- 


do 

du’ 


Ro elan! ce que dev lent l\ pour z = Zq, 
Cette (‘quation sera verifiee en posaiil 


f \\d.l 


Ayant oblemi aiiisi une premiere solution E,, b Gt, il 
est aise d’en dediiire toutes les aulres. 

I^osons en efl’et 


Err. El-4-^', Frr 
lob equations deviendronl 

dy dz dz dc 

et auronl [)Our solulicm gtuierale 

«' ^ f -- 

d.t' ’ Oy ^ 

la fonction U restaril arbilrairo. 


G rr: Gj -4- 


d r dy 



182. Fonctiojvs HAiiMONiQrKs. — Ciie foncliott LI est dite 
harmonif/tie d^ns le domainc K, si elle satisfail en tout point 
de K a la relation 


d*U d'U d*U 



i8o 


SECOKDB PAIlTIfi, — CHAPlTBE II, 


Aimi une fonclion lin^aire oar 4- ply + ^ harmo- 

nique partoiit, el partout aussi nJguIiere, saof a rmfmi. 

La fonction 

I_I__ 

'* — «)*-+“(/-^)*4- (5 — c)* 

est harmonique : car on a 

r_ X — a r _ i 3(:r — a)* 

dx I** * dx* /'* ^ , 8 ’ 

A * ^ (y — bY-^{z--^€y _ 

— + ^ 7> -«• 

E!le est reguliere partout, sauf au point (abc)* 


183. Reprenoiis la formule dc (ireon 

//X*''-'' ^iX(" ^ 

ou IJ, V, soiit deux fonctions qiielconques regulieres dans K. 
Supposons-les harnioniques; rt^quation sc rediiira a 


( 21 ) 


m 


dv dv, 


(i<T ~ o. 


En parliculier, soil V = i; il viendra 

•Jll 


( 22 ) 


/X 


dv 


d<j r- t). 


184. Si le point {abc) est cxterieur a K, nous pourrons 
poser dans la relation (iq) V = i» LI elant r(5giilit*re dans K, 
mais d’aiUeurs qnelconque. La formule devient 

\ 


JIB 


'AU dv ■■ 


■/x(4 -;$)* 


(23) 
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Comment doit dire modifi^e cette formule lorsque [abc) 
appartient 4 It ? 

18S. Suj)posons-le inl<5rjeur. Enlourons-Ie d’nne sphere ci> 

l ig. i8. 



(I’lin ra^oii p iiifiniinent petit et aj)pliqiions la formnlc 
an domaine R — /\ compri:^ enlre 11 cl t.> (///?. i8). On aura 

l'as<»ons a la limite. L’int/*grale triple tcnclra (93) vers 


fW 


D’aulre pari, sur to on a 


r 

Ih 


£ku ri{\ 


I i)r 

7^ Ih 


<‘ar la normalc v inlerieurc a R — A a la direction de f\ 
l/integrale / / dev ienl done 




9‘ P 

L’int^grale du premier icrine aura ])our \aleur 
^i7tp> = -4r:{x, 

p (5tant une moyenne enlre les valeurs que prend U sur w. 



SECX>KOUE PAitriE. 


OHAPITHK JI. 


i8a 

Or ces valears tendeiK toules vers Done celte pre¬ 

miere inlegrale lendra vers — 4*^^ U (abc). 

Soil jjl' le maximum du module de sur (*>; le module de 

la seeonde inlegrale sera au plus egal a lendra 

vers zero. 

Nous aurons done rinalemeiit 




d(j — 


186. Si le point {abc) est sur 11, on appliquera la for- 


Fig. H), 



mule 4 la region K — A' border par les surfaces 11 — Q' el («>'. 
Passant 4 la liinite, I'integrale Iriple lendra encore vers 

D’un autre cult*, si i’on suppose que {abc) soil un poirU 

llg 20. 



ordinaire sur O', on aura sur celte surface {Jig- ao). 



/* 


av 


a 


1 

— cosvr = 
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0 etant la distance de rextr^inil^ de v au plan tangent, la- 
quelle est du second ordre par rapport a r. Done sur Q! 

d- . 

11 1 _ 

r O j 


sera infmi du premier ordre seulement par rapport a r. Done 


j’int^grale^ Icndra versjf. 


Heste k calcnler la valeur liinite de Finle 





sera — 9.Tt \J (ahe), to^ reprt^senlant a la limlte Idi^ioitie 
seulement de (o. 

]N()us aurons done fmalemciit 


(i>,5) 



Am rfe 




d~ 

/ 


1 

r (h 


da —2 7rU(a6c). 


Si la foaclion V esl harmonique, At iHanl nul, ces for- 
mules se simplilicnuit. Elies de\ienuent 



o, (abe) exlerieur a K, 

i^Tr L'(M/;e), (abc) inlerieur a K, 
•i TT I (abc) sur 12. 



187. Soil (o une sphere de centre {abc) el de rayon R 
conteiuie dans K; (abc) lui etant int^‘rieuT, on aura 


It: U(a/;c) 
Mais on a sur (o 



r rz. U, 
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etd^apres la formiile ( 22 ) 



I f?il 

r dv 



rfflT =r 


o. 


relation |>r<k'<^deutc se rckhiil done a 


Elle expriine qtie la va/ear de I a(( point (a/>r) est 
egale^jkia moyenne de ses t^aleurs stir la sphere to, 

conclut quo L ne pent admetlrc ni maximum ni 
minimum dans K, si cc n'est sur ti. (lar si Ton avail un 
niaximiiin ea (abc) par eveinple, on pourrail enlourer ce 
point d’une s[»here assez petite pour que sur loiite sa suriiiee 
U fiH <C I {abc)y ce qui <‘i>alredirail la proposition ei- 
dessu>. 


188. Coroll 4 inr. — Une fonctiou U ha/tnouir/ue et 
reguliere dans R est completement determinee dansKpar 
la connaissancc de ses tvdiuti s sur 0 . 

Gar si le probleuie coinportail d(‘u\ solutions I , I 1 , ieur 
difl'<drence 1 — I\ serait une foaction liariaoiiique el ref'll- 
Here dans R el nulle sur 11, sans Felre dans tout l^nterieur 
de R. Elle adinetlrail done an inoins un maximum ou iin 
uiinimuni. 

La diJlermination edectixe de I clans I’inlerieur de K, 
d'apres ses valeurs sur il, constitue le probleme interieur 
de Dirichl$t, Nous morilrcrons dans le (^alcul des N'aria- 
tions qu’il admel une solution; nous \ojons deja quVdie est 
unique. 

On pourrait de la nn^ine inaniere se proposer de delinir 
line fonction dans la region infinie E exterieure k R par la 
condition d’j ^tre hannonique et r^^gulit're et de prendre 
des valeurs donnees sur Q. Ce problime exi<^rieut\ de 
in^me que le pr^c^dent^ ne comporle qu’une solution, car 
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s’ll en avait deux, U, U|, leur difference serak ime nouvelle 
fonction harmonique et reguliere. EUc s’annulerait done a 
rinfini ainsi quo sur 0; ellc admetlraii done au moins un 
maxitnum ou tin ininimiiin. 


189 . La formule (ki), quoiqiie donnant en chaque point 
interieur a K la valeur de (aOc)^ 


(27) 


\Tt lj{ahc) 



Q 


r 

dv 


r ()v ^ 


f (h 


4 


ne resout pas le probleme de Dirirhiel, car dans le second 


ineinbre figure, outre I , la fonction — doni les \ aleurs sur 

^ (h 

lie soul pas donnecs. 

Maift on aurail la solution cliercbee si Ton savail detcr- 

ininer une fonction (i (x, >% r/. //, c) dcs \anabl<*s x. z 

el dcs paramtHres a. b, c\ qui lot liariuonique et regulierc 

dans K, et (jui sur U |>rh les iii^ines series de \aleurs que 

I no serublable fonction se nomine fo/iction de (ireen. 
r *' 

Kn effet, supposons-la connue. Losant V = (1 dans la 
formule (21) el reinarquant que sur 11 on a (i = y il \ieat 



^ d<J ■=:- O. 


Retrancliant celte egalile de (27). il \ient 


(18) 


47: V {abc) 


/X' 




(h. 


190 . La fonction (i esl aisee a conslruire lorsque K esl 
une sphere de rayon II. 

Soient en effet (Jig- ‘^i) M — {abc) un point interieur; 
M'nn point exttkieur situe sur le ineine rayon : OM d et 
OM' r=: d^ tHanl li^s par la relation 

dd^-n\ 
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Les distances r, de ces detiit points a im point quel- 
conque P de 1) sont litres, comme on sait, par la relation 

_ H _ ^ 

/• d B 

Pour le probl^me inierieur, la fonctionde Green sera done 
H 

cetlc expression elanlliarmonique et reguiiere dans Pin- 

Fii:. 21 . 



tcrieiir de la splicre, el ^galc a ~ sur U. ^Pour le probleme 

ext<5rieur, celle fonclion serait^*^ 

Considerons le probicnne interieur. On aura 




dA 


Or 




r 

dv 


i dr I ^ 

rr: — cosO z-z -^7-^:-, 


ct de inline 


r 

dv 


/• dv 


d- 

r 


2 Hr* 


B*- 




d Oj 


(h 3 H /■'* 


sKr* 


idr" 


Kr R» 


Reinpiagons /•', d' par leurs valeurs -j) celle expres¬ 
sion se rtiduira k 
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On aura done finalemenl 

(29) 4Trli(«/vc)=y’^U^^^^rfcr. 

191. l)e celte expression, on dethiil le theorenie sui- 
vaiit : 

Vne fo net ion iiarnioniqne et regitUevc dans tout do- 
maine Jini^ donl le module reste infeh teur h un nombre 
fini M, est une constante. 

On a en eflel 

_ I (000)1 = j Qi 

l’iaiej;rati()ii pou\anl se fane sur une sphere d’un rajon R 
quelron([ue. Or, si on le prend infini, rint<5grale sera infi~ 
niinent petite. On a en efl'et 

H/** HV™^ R*/* 

(R —H/ -I-;’) —c/*R 

Or r esl com{>ris enlre R — d el R d. l^e module de la 
fonelion a inlef^rer ne |)eul done surpasser 

d\ RM- R(R -4-^/) •+ (R + 

Mullipliant par 4'f^R^^un aura une liinile supt*rieure dii 
module de rinlegrale. F.lle sera evldeinmenl de Fordre 



Done 



V{abc) = F(ooo) r- const. 
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CtlAPITRE 111. 

DES FONCTIONS REPRl'SENTEES PAR DES INTEGIULES 

DliFINIES. 


I — Derivation des integralea dlfinies. 

192. I ne inlegrale dolinic 
/•* 

I dx, 

. • tt 

ou la foriclioii a inlegrer ilf'ppiul d'un paranii'lre risil elle- 
iD^iYie line fonclion tie ce paramrlic. l.e^lnuites A pemeul 
d^ailleiir.s ^Ire constanle>, ou depenclre aussi (lii parametre; 
inais ce second l as se raincne aiM'*jnenl au premier par un 
changement de variable. I^osims en eflet 

X =: a { \ — a)}\ 

I^iiitegrale transforinee sera 

I 

/[a-h{K —«) >,/] (A — 

el aura ses Uinites constantes. 

On op^erait de nn'iiie pour line inliJgrale double 

f f 0^*^** 

J it 

En remplai^ant d'abord puis j par de uoiueUes varia¬ 
bles, on rendrait conslanies successi\cnient les Iimiles des 
ini^grales a efFectuer. 
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Nous pouvons done nous borner au cas des liinites con- 
stantes. 


193. Soil 

..A 

Fint^grale coiisid^rtSe. 

SiipposoiiH qu’4 toute quantile posilivc £ ou puisse faire 
correspondre un autre iiombre o el uiie deeomposiiion du 
champ d’integralion en deux parlies D et c/jouissanl des 
propri^Uis suivanles : 

j** I^e champ D est borne el parfail; el la fouciiori /*resle 
continue par rapport aux dou\ \ariables x et taut que x 
rcste conlenu dans I), el ^ dans rinlcrvaile de to —5 a /o4-o. 

a" I/integrale J fdx\ prise dans le rhamj> r/, a son mo¬ 
dule moindre que e pour toules h*s valeiirs de t comprises 
enlre to - 3 et /o 5. 


Dans ees eondllious, I sera une foncllon de continue au 
point to> 

Changeons en effet t^ enr© 4 - //; 1 snbira un accroisseinenl 


/-* A /■> A 

Al = / /(.<■./„•+■/<) (i.r — I /(X, 4 ) r 

*-4t 

” f /(x, <o-i-f /(.r. 

*/|| E I) 

f /(•<*. ^ -** )</•*'- / /(-'•• lo) 

. \i 


SijA|<;o, Ics deux derni^res inlegrales out leur module 
moindre que e, En designant par le module de la dilVtVence 
des deux premieres, on aura done 

IA11 < n 

Or on peat cboisir c aussi petit qu'ou veut, puis prendre A 
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‘ ^jRssez petit pour rendre moindre que loule quantile donn^e, 
car I’ijnt^grale //(t, esl continue (t. I, n‘* 83). 

, •■'u ^ ' • 

194. Si les conditions ^noncees ci-dessiis ne soul pas sa- 
f tisfaites, l^ii^legrale sera souvenl discontiime. 

GoiisidiJffens, par excmple, I’inl^gralc 

J X 


Si i estpositif, posons tx rinl^grale sera transfonnee 
en 



f/y, 


et sera egale a ^ (102), 

Si i esl n^gallf, posons tx = — r ; ell<‘ se iransfonnera en 



* 0 


sin V 
V 




el aura pour valeiir — ~ • 

Eiifiii si / o, elie sera nulle. • 

L^inlegi’ale esl done discotiliiiiie an |>oinr ^ o. 


I9«^, DkiU VATION sous UK SIC.M% j • — NoO.s a\i»IlS Ml 

(l. I, ii'' 83) que riiitegrale 

I -:.- 

*■ n 


admel an point t = /,> 
grale 


unf dcriv<5e, icj»r^senu'*c |»ar riiUd- 



Cel important rdsultat n’a dtd dtabli qu’en supposanl a et A 
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^ /* 

(mis, ei continu par rapport k x el tant que x re^te 
dafis Tintervalle de a a A, et t dans TinlervaUe de — 8 i\ 
4-{~5(3 pouvant ^tre clioisi aussi petit qu’on voudra). Mai$ 
nous pouvoiis elendre h d(?inonslration k d^aulres cas, 

Kn eflcly la derivtSe de 1 au point f = est, par definition, 
eeale a 

” A 

i‘-o^ f ^o;l 



Lc tluHJivnio sera <lone tHabli touted les fois (pie les trois 
transformations qne nous \enons de faire seroiit lieiles. 

IjH preuu(*re suppose (|ue la fonetiou ^ n’esl discontinue, 

par rapport a /, (pi’en uii nombre (ini de points, entre (oCi 
(q -f- /(? el (pie f reste continue en <‘es [loints (62). Si done on 
pent dcUerminer line qiiantite 8 telle (pie /" {x, /)soit unc^foiic- 
tion continue de t dans tout le rectangle ((/, — 2. to -f-S). 

el (pie, pt)iir cliacpie valeur de .r comprise entre (i el A, 
■^n ail (pi un nombre liinite de discontinuiles entre to — o 
<*l to ^Oy cellc transformation sera permise des (jue \ /i \ sera 
devenu moindre (]ue 8. 

Si a el V sont (inis^ rinlet\(‘rsioii des <leux integrations 
sera pennisi' au\ romlilions siiivantes t^7!). 

I ‘ I^es p(»ints du rectangle ei-dessus aux en\irons d(‘s<piels 

cesserail d'l^tre continue sont sitiies Mir un nombre limitt^ 
Ot 

d’arcs de courbe continus le long 

de chaciin d’eux x crime part el t de I’autxe soienl crois¬ 
sants ou decroissants. ^ 
l-»’inU'grale 
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a line valeur d6termin<5e, et si 1X)</, son module sera <e/, 
tt tendant vers a^ro avee t. 

3" Ifj’int^grale 

jouil de propri(5t^s analogues. 

Cette derniere condition sera certainement satisfaite, si> 
dans le rectangle, / est luie fonclioii continue des deux \a- 
riables x et ^; car sa conlinuil^ sera uniforine. 

Si Tune des liinites Oj A, par exeinple A, est remplacee 
par oc, on pourra encore iiilerveiiir les integrations, si cette 
operation est permise dans rinter\alle de a a im noinhre 
quelconque A, et si dc plus Finlegrale 



est d^leriniiiee ct a un module moindre que o{l) 

^tant inl^gralde de — S a /o-f-o cl Icndaiit uniform^menl 
vers zero dans cct iiilcrvalle lorsque A lend \ers tx> (7 i), 
Entin, si les conditions precedenles sonl saiisfaites, Fin- 
l^grale 



sera continue (inline si le champ esl in(iui). La derniere 
transformation sera done toujours permise. 

196. On pourrail donner des regies analogues pour la 
derivation des integrales multiples ; mais ellesseraientmoins 
utiles, car Ja derivation sous le sigoe d'intdgralion reste 
encore applicable dans bien des cas ou la fonction /n’est 
pas continue. On peul conduire la discussion comme it suit. 

Consid^rom, par exempte, une int^grale double 
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D^composom le champ d’int^gration, supposi^ cl’abord 
l>orni, en deux parties D et rf, dont la premiire soil mesu- 
rable, et telle que^reste continue lorsque x, y d^crit le 
champ D, et i rinlervalle de — 3 ik 4 - 8. Dans le champ D, 
on pourra ddriver sous le Mgae d’lnl^gration ; on aura, par 
siiile, 

^ S.=^S.i S.=S, 

+ lim ^ iy. 


Faisons decroitre indcfiniinent 3, et siipposons, ce qui 
arrivera Ires gtHi<5ralemenl, qii’on puisse en meme temps 
accroitre progress! veiuent la region D aux diSpens de la re¬ 
gion rf, de telle sorte que faire de ceite derniere tende vers 
zf^TO. L’inlegralc 



tendra \ers 



pour reconnailre si la formiile est applicable, on devra 
done disculer le second terrne, el s a^surer qu’il tend vers 
zero. Si, parexeinple, on peut montrer que, lorsque d tl\h\ 
sonideveniis suffisaminent pelils, on a lotijours 


/(.r. r, h) ~ t^) 

h 




© designant une function posiii\e dont I’intt^grale dans E soil 
linie, ce terme aura son module inoindre que 


J) dxdy, 


expression qui tendra vers z<5ro avee (L 


107, Supposons enfm que E soil infini, mais que la for- 
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*94 

mule de derivation soil applicable a tout doinaine borne con* 
tenu dans E, On decomposera de meme E en deux regions D 
et dj dont la premiere soil bornee, el contlenne tons les 
points de Edoiit la distance k rorigiiie n’esl pas plus grande 
qu^un nombre donne R, On aura encore 


^s.=s. 




lim 

ft so 


a 




dx dy. 


Faisons tendre R Aers oo. Le premier lerme tendra vers 


s 


E 


£L 


fix d\\ 


et la formule sera applicable si le second Icrine a pour limilc 
zero, et notaminent si, pour R suftisainment grand el|/il siif- 
iisamment petit, on a loujours 


/( r, Y. /o 4- A) —/( .r, r, to) 
h 




? i^^y) t*dinetlant une iniegrale linie dans E. 


198. Applications nivKiusps. — I^a din'erenliation, seulcou 
combinee avec rinter>ersion des integrations, rintegralion 
par parties et le deNeloppeinenl en serie, pcrmet d'obtenirla 
valeur d’un grand nombre d’integrales definies. Nous allons 
en donner quelques excrnples. 

1. Soil a calculer I’iniegrale 

I-/ €-^\lx. 

«^o 

Nous avons deja vti (107) qu’elle a une valeur finie. 

Pour la deienntner, changeons de variable, en posanl 
X ar, a etant > o ; il viendra 
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MultipUons par e el inlegrons de o ^ oo 5 il viendra 








Dansle second rnembre, on pent inlerverlirles intcSgratlons, 
car les conditions indiqu/*es aux n*’* 74 et 75 sont remplies. 
En cffcl, con‘*id<5rons cn premier lieu Tinlcgrale 

— f e dx. 

* n ‘^a B 

Soil A iin noml)re positif quelcompic. La fonclion e 
adinel de o A line inU^grale dnic. D’aiitre part, le second 
facleiir esl dans ret inlervalle an |)lus ('‘gal a la constanle 
(inic 

e” * ^ r/ r , 



('nfm il tend uniformemenl \ers zeio, lorsipie B lend versx, 
(Ians tout inler\alk* (lailiel <jui ne contienl pas le point x ==ro, 
car si pest le ininiinuin de adans cet interxalle, ce facleur 
lie |)Ourra surpasser la quantile 

,•0 

/ e 

<jui cst inriniment petite, et indepeudauO* de a. 

(>onsideron-> en second lieu rinlegrale 


!' ,,-a- i-K> 


1 I-Cj 

>TrT7")‘ 


La fonclion-!—-- adinel, de /rr~o a lz=:yz. une inlegrale 

finie, et le facleur esl inoindre ((ue (juantile 

iad(5pendanle de I el qui tend \ers zero pour A ^ x. 

On aura done 


V- r dt * 

Jq Jq 


^^•''acc/ac 


i(aic iaiigOr= 7> 



SRCONOB 


CHAMTUr ttl. 


d’oft 


i = rv^- 


Celle inl^grale perinet d’en obtenir plusieurs autres. 

199. 11. Posous d’abord x^ysja^ a tl*tant une constant* 
positive; il viendra 

i-'o 

d’oA 

jT i 

cl par une s^ric <le derivations successiies [)ar rapporl a a 

I I - 3 

.... 

r* * y~ I .d.. .(an — i) 

J -s/ir- - - <fl 

Car il e»t ais6 de justifier qiie la rej^lc de derivation st>us 

le signe ^cst applicable a ces inU'*grales, bien que !c cbarnp 

soil iiifini. 

Posons, en effet, 


d'oii 


Oa 


Soil ime valeur parliculiere qiielconque de a ; prenons 
5 < Pour les valeurs de a comprises entre < 1^0 ~ o el 
-I- S, fint^grale 



sera d^iermin^e; car, pour des valeurs suffisamment grandes 
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de y, on aura 

\da 

En outre, si Ton suppose A suffis<imment grand, on aura 







quantit<i independante de a el qui tend \ers zero quand A 
rroit ind^finiment. On se troine ainsi dans les conditions 
indiqu^es au n" 19o, ^^lant egal a el la fonction o se 
H'^duisant a l\]nite. 


!200. IIK Passons a I’iulcgrale 

K zzz I cos a//) c 

Hempla^ons cos 2 by |)ar son de^elopperncnt en s^rie 


{2hy)^ (^hyY 




1,2 I . 2 3 

elant de la forme 
(--- (2 /> ^)*«^ * co^O^ln 


. 2 . , 'j n 


4“ H,,, 


i. 2 .., (2 n 4 - 2 ) 


oil 


o< 0 < i 


On aura 




('ihry 

I . 2 


-i ^ -h H„ e dy. 


ou, d’apres ce qui preci'de. 




I. a a 


I r • 
:-V%a 


r^e-ydy 

1.2... 2« a" J 




108 


SBCotrue pahtie. 
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Faisons lendre n vers rinfini. La sonimc entre crochets 
tendra vers e t; , el Finlt^grale compldinenlaire vers 2 < 5 ro, car 
son module csl nioindre que 

/ ....'*.>Vv=r ^ _ / iL 1 , 

ua.. -h a)'^ ^ i.a.. .(n 4-j) \ a / 

qiiantite qui tend vers zero. On aura dour 

‘ tl 

K nrr -\na 
a 


2()1. IV. Considerons encore I’intiigralc 

'=./: 


e 


On aura 


cJl 

da 


Jrt 


Car si rt 0 est une valeur |>articuliere qiicleonquo de a, el S 
line quantile posili\e quelconque inoindre que on aura, 
pour loules les valetirs de a coiujirises entreH 4 >~f-Sel< 7 o — S 

lA 1 Jk ^ 

quantile independanle der/, el qui lend vers zero poui A=:x. 


Posanl x = ^, il \iendra 


da 


d’ou 

etenfin 


I 


=i" 

2 da, 


2e dt 


loffl 


aa logC, 


1 = Ce-®-, 


C designant une conslanle. 



DKS PONCTIONS RBPR^SBNXfiES PAR DES INTBGRALES DiFINlES. I99 

Pour la (ItHcrminer, faisons tendre a vers zivo ; il viendra 



Le premier terme est egal le second a pour limite 

zero. Soil, en effel, p un nombre positif qiielconque. D<5- 
composons l’intt'*grale en deux aiilres, prises respectivement 
de o a [A el de jx a oo. Dans la preinit’ne, le module de la fonc- 
lion a inl(^‘grer aura pour maximum ; dans la seconde, ilne 

pourra surpasser I/integrale chcrch<5e sera 

done au plus t'^gale k 


f 


dx -h 



v/x: 


:2|A -h\l —€ 



rfx, 


el comme 





/■ 




il sera moindie <pie 


2/A ~h 



expression donl les deux lermes decroilrout auUint qu’on 
voudra, en donnanl des valeurs suffisamment peliles a p, 
puis A a. 

On aura done iinalemenl 

I — ~ \/ t : c 
2 


102. V. Soil encore a calculer I’inl^grale 
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On a ( 199 ) 


I _a r 

sfx \fnJt 


et par suite, 


dm 


y/tr 


r e‘^dx r 

4/0 4/ 0 

oa, en renversaat les intt^ralions, 

I f dot f e^~**+*** (fx 

*/» 




^ da ^ r* ^ / « 1 \ 

— r~ / flp*_I f ir< 1 ?; I 


Mais 


e * r=: cos 7- -4- I sin 7* irr —— 

1 4 


t : I 4-1 


La premiere fraction simple aura done pour inl^grale in- 
d^ftnie 

4- 4“ I arc tang(a — 1 ) 4 - const. 

et la seconde 

— ^log 4 - -i- ~ j 4- ^ arc tarig(av^ 4- i) 4~ const. 

La somme de ces expressions a pour parlie r^*elle 

f«- 4 =Y+- 

> 1 \ V^/ ® 

5'°8 7—n^’ 

V v^/ » 


qui sWniile aux deux limites a=ro, a~<so^ ia quaniiti^^ 
sous te logarxlhme ser^^duisani^ I'unii^. Quant aux arc tang, 

ils varicront respectiveinenl de — ^ ^ J ^ J' lorsque ^ 
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croitrtt de o & 00. La somme dc leurs accroissemenls sera 
done 7c. 

On aura done 


et, en siparant la parlie reelle dc la partie imaginaire, 

, . f^co^xdx r*" stn.rd,r /n 

<'> i -TT^Vr 

!203. Nous a\ons cfTectiit^ iin rcinerseiuenl d’iiiU^gralions 
<jiril est iieccssaire de jusllfier. 

Pour ccia, consid^rons, en premier lieu, I'intf^grale 


..'ll 

l^n posaul ay'x --r p, elle se change cii 

^ f 

Or soil A un noiiibre positif (pielcompie ; I'inlegrale de 

^ entre o et A a une \aleur fmie. D'aulre pari, FinU^gralc 
yx 

(pii forme le second facteur ne peut stirpasser la cpiantite (ixe 

Jq 

En(ui, lorsque B lend vers oc, elle tend unifonn^menl vers 
xero dans tout inlervalle qui ne contienl pas la valeur ar = o. 
En second lieu, consid^rons rinl^graie 


r 

‘•'A 




•h-«»-+-/(A 





ftfiCONOB 1»ARTIR« — CUAVnm in. 


EHe a pour module 

Or~pi=rudmel enlre o el oo une inlegrale fmie. D’autre 

part, est constamment <; i: enfin il lend uniform<5ment 
vers zero, lorsque A tend vers oo, dans tout intervalle qiii ne 
contient pas la valeur a = o. 


204. Si, dans les formules (i), nous 4 ^osons 
\iendra 



cosy* 



siny* dr = 


v/ti 

'^\/2 


Ces inU^grales out renconlrees par Fresnel dans la 
ih^orie de la diffraction. 


205. Si a d^slgne une conslanlc positive, on a 

i*** I 

I e dx rr - > 

.4 


et en integrant de c/ =: a a a = ^ (a el [i etant |>osilifs) 



dx rr log 


ot 


On pent inler\ertir Tordre <les inuSgrati(»ns ; on a, en effcl, 



dx rr: 




a 


Or, dans rintervalle de a a ~ admet une inlt^grale linie 
el tend uniform^ment vers z^ro lorsque B tend vers oo. 
FJffectuant done rint^gration par rapport i» a, il viendra 





X 
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Celle formula permel de reconnaitre si 


a hum 


4- 


jr^ 



dx. 


uii niyti^ . *. soul dcs enliers el a, ... des constantes posi¬ 
tives, est lifiie el deterininee, el d’assigner sa valeur. 

En elFel, inU5grons d’abord enlre £ et x, £ elanl une con- 
stanle |)osili\e, que nous ferons d<VroUre ensuite jusqira 
zero, L’inl(»gralion j>ar parlies, appliquee au premier lerrne, 
donnera 


/ 


Ar 


-dx 

A 


//< - 


' I X'* 


( m — i) {fii — 2) c/‘" 


Va'« ‘ , 

-l- I---- dx. 

( a;i ■ - I) (/u — 2 ). . . X 



La parlie iulegree, s’annulanl |>our»r = x, se rcduira 
A e 

/fi — I 6 '” ^ 


Opi^raul dc iiifnne sur rhacun dcs autres lermes el reunis- 
saiil les resulials, on obliendra : 

i” f\)ui* la parlie inlegree, iiiiesoinine de termes de la forme 


a'’ IN>ui I'inlegrale reslanle, une (‘X|>ression de la forme 


I A,e-*^-+-H,r 


La parlie inU^*gr<5e est aisemenl developpahle Mii\ant les 
puissances enlii*res el eroissaiites de s. Soil 


£>« 






mimm PAttiv. — mmtm iiu 


ce ddveloppenient^ R d^^igaani Fensemble des termes qm 
coatienaent les puissances positives de e. 

I>’auire part, si nous posons, pour abrdger, 

A|-+- Bj-i-, « *S, 


TtaUigrale restaale pourra s’^crire aiasi 


J ' e -»*)1 


rfjT 


Uiat^grale du premier teriae peut se d<5composor en deux 
parlies, a savoir / -» qui a pour valeur 

t/e ^ 


Sfi I' 


* fix 


SfALoge, 


p ^lant une quanliltS iatermediaire enlre les valeiirs ex-* 
ir^mes e“»®el e^^du facleure H ^ — > qui a evi- 

demmenl uue valeur finie quenous repr^senleroas par SD. 
L’iut^grale de chacun des aulros termes, lels que 




—, 


aura ^galement une valeur finie, qui, pour £=:o, lendra 
\ers B, Log^* 

La parlie de Finl^^grale primitive, qui tend vers oo quand 
£ lend vers s^ro, sera done la sui\ante : 





— Sp Logs. 


Ces termes, etant d’ordres in<5gaux, devronl s’anmiler si'*- 
par^menl pour que riniiSgrale resle finie, ce qui donnera Ics 
condiiions 

Cx=:0, Cx^,:= 0 , S ^ O. 

Si ces conditions sont saltsfaites, R s’annuiont d^ailieurs 
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pour « = o, la %^aleur de Vint^grale se r^duira k 

Co-f- Bi ~h.. ,r=Co—A| Loga — B, Log(3 —..., 

206. Ezeniples, — AppUquons cette forumie a I’iaU*- 
grale 

L’inl^graiion par parties des termes en ^ perinetlra de 
doimer a cette expression la forme suivanle : 

''v]- 

f.e lerine tout inU5gr(^ aura pour Mileur 

'“"V—^ 


litii 


I - -f. 


rt -I- 

2 


t >uanl a Tiategrale reslante, eile aura pour >a!eur 
(" - 

On aura done, pour valeur de I'inlegrale lolale, 

("“0 I-og«-«+i. 

3*' IJn calciil analogue doimcra, pour la valeur de rint<i- 
grale 


Texpression suivante : 
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ao6 


IL — InUgrales euliriennes* 

207. Ondoane le aoiii d*intef^raleeiilerienne dedenxiime 
esp^ce a rintegrale 

^r( w) rr (Ir, 

Cette inlegrale n'a de sens qiie si/i esl j>ositif; car, si n 
<Hail ncgalif ou nul, la foaclion k iat(5grer devenaut iiifinie 
du premier ordre au inoins a la limile x-=: o, rintegrale se- 
rail infinie. 

Si n est posilif, I’inlegrale sera, an contraire, llnie el d(5- 
lermin^e, car Tordre d'infinitude de la foiiction a iiUt^grcr 
pour ^ = o est inferieur a i ; elle esl linle dans tout le reste 
du champ ; enhn, pour x = elle devient plus petite (ju’une 
puissance quelconque de j\ 

On peut varier a \olonle la forme dt‘ eeUe inh'^grale tui 
changeant de variable. Posons, par exemple, ; il 

viendra 

r(/i) m f 2 * e“> ’ dy . 

do 

Soil, en parlicuUcT, n=z^; il \iendra 

Posoiis, d’autre part, x log-;» il >ieadra 

208. II est ais6 de vth'ifier I'identite de cette fonction avec 
le produit Y ^tiiditS dans Je Calcul diffh'enliel (882 a 383). 

En effel, soil jx un enlier que nous fcrons croUre indtHi- 
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nimeat; on aura, par d^ilnition, 

r(/t)ri:lim f dz. 

(A. a: te ,y V j*. ' '*’ / 

Or on pourra, sans changer la limlle dc cetle expression, y 
remplacer logj par Poson*', en elTel, 




oil 




^ ~ log(l — //) ’ 

/< loffi A 


I"K(' —/') los(i —A) 


|(;)<r * 


<An aura 


f - z~‘) fiz—/," 'f 

A (ItJsigiianl unc valour iriterinediaire cnlre le niaxiintim el Ic 

ininiauiin du facl(*ur : -. 

/n 

Maib h f*bt line (juanUte inliniinent petite, comprise cnlre 

I 

les limiles i —e v? et o correspondanl auv \aleurs ex~ 
Inhncs e et i de la variable c. I.e facleur 


iog(i~-/o 

2 


diilere done inliniinent pen de runile, de telle sorle qu'on 
aura a la liinite A = i et 

liin / |UL« — 

On a d’ailleurs 


r‘V'(.-.r'<^=<r 

«-'0 d Q 


Vi* 

dz < p.'*"'e“v ?, 
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expression dont la iitnite est nulle. On pourra done abaisser 
jtisqu’4 x4ro lalimile infei-ienre de Tint^grale, et Retire 


— (i —5*^) d:. 


Posotts z ; il vlendra 


r(/*)lim/x” ( 

or rint^gration par parlie donne 

= r'^-^y-rYdy 

~ ( v(‘ -*(i — y)» dy 

«(«-!-') J' 


= . I'\,^yy.^y.-Uir 

_ (p-l)(ft - 3)...l _ I 

«(« 4 - I )...(«-+- fX — 3 ) rt -H {i. — I 

On aura done 

r(«) = Ump» . . 

C’est ri§quatton qui ddfmit les produits F {Cnlcul diffv^ 
rentiet^ n® 382). 


Wd, L’ex.pre»sioa de la fonction F (n)parune integrate 
ddfinie, qiie nous venons d’oblenir (dans le cas oii n est po- 
sitif), fourmt un mojen commode de calculer sa vaieur pour 
ehaque valeiir doan^e de la variable. On peat d^ailietirs de- 
mofitrer & nouveau, en parlant de celle expression, les prin- 
ctpales propri^t<5s de la fonction. 
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Ainsi rint^gration par parlies donnera inunediaternent 

r(« H~ j) ttr 

* 0 

zss: (— r'* r” ■* )* ~h 1^ ,T'‘ ~ ^ e ~ r z=: /I T(rt 

‘ 0 

ot plus gencM'alcOieiit, si A est un eiilier, 

r(/i -h A) (n h A — I ) /i A — I) r-r .. . 

' - (// ~r A — I) t // 4- A — 2 ). . .// Ti //). 

(jClle forniule peiiuot de rain^uio** le (‘alcnl dc la foiicl'oa T 
au <‘as uu la variaMr ik* surpassi* |>as rnuile. 

tV>sons, e» [>ai ti<Mill(T,/? i daiw la luiiniih* pn'M'edeiil^*. 
lui remar<|iiaiil <|u\ui a 

ft €C 

I' (j) I e ^ ri t zz: I. 

* 0 

ii viriidra 

r 11 f- A ) — A ! 

210. I.a fuiK'lloii L(>^!\//) pent e”aleinent se nn^ltre 
forme «i lulegrale d«'*(inie. 

lemons, eii (diet, la d<'*ri\ec de rexpn*^^^^! 

r(/n) -- / ‘e . 

* 0 

il \ieiidr.i 

r(m) I r 

* 0 

On |>enl, en eflel, deriver l(‘ si^iu' j ; ( ar soil /u,, uue 
\alein' parlieuliere dn |)aranielre ///, et soil 2 une (|uantitr 
snnisammenl petite. iNuir loiiles )<‘s \aleni ^ de /// com|)ii^e^ 
entre — o et /u« -+-2, rinU*<»rale 

I '^Logri/x 

con\er},o*ra unifornu^ment vers zcdo lors(|ue li lend vers x, 
^ ih r, 


j 




aio 


rnoKoB — csAi»fra» iii. 


ear elle »era au plus ^gale k 



g- X Log^ 


quantity independanle de m, et qui tend vers z^ro. 
Mais on a (2^) 




dz. 


Si done nous posons, pour abreger, 


nous aiirons 




e“ 


-.A 


r(«i)= r chT/dz. 


iill. On pent inlerveiiir les integrations. Pour retablir. 
nous iiiontrerons tout d'abord qii'en designant par A urn* 
eonslante positive, on aura 


(i) f f f 


En effet, on a, d’une part, 



" I « 

/e “ 


(/z 


Or V a une int^grale fiiiie enlre = A el jc = x, el le 
second facleur est ind^pemlanl de x el tend vers z^ro cpiand 
B croil ind^fininient. 

On a, d'autre part, d’apres la siTie de Tajlor arr^t^e a son 
premier lerme, ^ 

:=i~ (o<0<i)» 

I—(o< &'< i), 



rOHCTtOMS RBrneameBS PAR DKH INreORALES OEPIKIRS. Rtt 
d’atli {x el s ^lant posilifs) 


«ro<i 



e~**4-.re 


Cfd^ < f 


a. "*"•* e'^-^ (i -+- c7 ) dx^ 


qiianUte independante de 5 , el qui lend vers zero quand A 
tend vers cc. 


!2I2. Faisons lendre X vers zero dans 1 equation (i). I a* 

second meiiibre lendra vers / dz I fdjr, IV)ur le faire 

* <) « ^0 

voir, il siifTil de inoiilrer ([tie 


•-'o 

U nd vers zero. 

Or celle inlegrale esl la soninie des deux siiivanles (jjt <?laiil 
till noinbre arbilraire) : 



La premiere a son module nioiudre que 



(i .r) dt 



inV 

rn -h I J 


La seconde a son module moindre que 



^ Dans celle derniere inlegrale, posoas x = 7 * Llle devienl 

) s 
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SECONOK PARTIK. — CHAPITRK III, 


qtiantttt^ iiioiiidrc que la siiivaute 



y/«-1 ((y _ r( wi) 


L’iult^grale chcrrht^c a ilonc pour lirnile superieure de sou 
module 

y m //«^* \ /** f* - r(/^o 

^ I-}_ -\ ^ - I — (Iz - - • 

* \m / ^ rnii'^* 

Or, SI nous prenoiis jji :=r a ", n tUanl un nombrc Ics 

trois lerine.s qui |>reredeut tendroni soparrment vers ?:ero. 

Ii€ premier iiiembre de ri^ualion (i) lemlra \ers la uubne 
liinile, qui, par definition, sera Tintegrale 

•'o *0 


213. Notre proposition esl done demonlree, el rjous 
aurons 

r (h r* 


Mais 


/»* /« /»» 

r^{/n)— / ■;r / — e~'^-)f/r, 

•^0 ** * 0 

/ ^ e“' r e" = r(//«)I 

c'A 


el, <raulre part, en posanl i -t- z) ~-y, 

y„t^\ e > (iv l l 'u) 

a- -e -e -cir — f • - 

■'"o 


A Jo 1‘ 




Done 


r(/;0=: r(/«) 


r¥[' 

‘ 0 r. 


u -i- ) 


I)ivisons par V(jfi) et inte^rons de it m~n; on 

aura, au premier ineinl>re, lo^ r(/i), ear 

Jogr(i) =n logi r-o. 

Au second ineinbre, on pourra encore interverlir Ics 
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init^gTalions ; on a, on clFcl, [x (Jesignant un noinbre posilif 
quflconcjue inoindre que i cl que ti {m elanl au conlraire 
coinpris cnlre i el /i), 



I 

(I “h ^ ) 



’-(iz 



) 


quantile irid^pendaiile de /// el <pii lend vers zero quand B 
< roU indeiiniment. 

Rireeluanl done I’integralion |)ar rappoit a m, il vieiidra 


logr{n) 



(n -- I) a 


(I -Hw) -hQ 

log (I -h w ) 


n 


]■ 


INisaiil (‘n parti<Milier n il vietidra, en leinarquanl 

que logF^ 2 ) ==: log I =rr (>, 

L’±±lll 

l(>g(i ) 

Mullipliant par (// — i ), el relranehuni de la fonniiU' pre- 
ce(l<*nte, pour se debarrass(‘r du lenne en e il vienl 

I I (/I — i)(i ) z) ’ 

• 0 I 

(1-4-3) ‘—(i-4-3)-"1 (h _ 

3 J !og( 14-3) 



el, eii posant log (^1 4 - 3 ) ::= u\ tl'ou 3 “ e' — i, 

a_ iix 


log F) n) 


[n — I) e 


in 

.r 


21 i. Le faeleur > (pii inullipli<‘ e dans rinle- 

grale precedent*, elanl develo|>pe en srrie suivanl les puis- 

. , .It 

sauces croissanles de .r, aura pour premiers lernies ~ 

iUbiaissant ces Icnnes 4~ a eeux qui soul inde- 

pcndanls de eelle cxponentielle, il viendra 

!ogr(n) ~ F(fi) -(-isyCn)' 



3<4 SBCOKOe PARTtE. — CHAPITKB III. 

en posant, pour abr^ger, 


dj' 
T ' 


= X ' (i O '"'] 

"<") =X" (tzitf; ” j - 0 T- 

ti'int^grale F(/i) peut se calculer cxaclemenJ. On a, 
en effet ( 206 ), 

F(„)-F(i) 

= („-l)log„-» + i. 

On a, en second lieu, 

F(0=.losr(l)-«,(!) = ilogz-„(0. 


Enfin 


dx 

T * 


<o=r(T^-j- 0 '-"^ 

on, en cJhangeanlx en ax, 


Mais on a, d’aiilre part. 


w{i). 


=r(T^-i-o 


.d.v 


et, en changeant j: en a^, 


ro(i): 


-Ci « - 

J yi—.e^***^ 2x a/ X 


<i.r 

X 
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ein en retrancliant; 


»=r(T-^ 


2 — I — <?" 


Reiranchant cetle <5galite de la forrnule ( 2 ), il viendra (206) 

i )n aura done enfin 

F(«) -rr ^AJ -- i ^ log/i — -f- i log at: 

<)uant a la st^conde int<^grale m(n)^ elle tend t^videniment 
vei> zeroquaiid n augmente. On pent la <le\elopper en serle 
di* di\eri»es inaniercs. 


215. DevelojijM)!!^, par example, la foiiction qui inulliplie 
snnant le> puissance^ de x. 

On a 

t f I 


! — e t ^ 

» « 

_ if-fe** I 1 _ t / t 1 

I I e * j ~ i > 2 X 

t f 

V — e 


Mais on a {Calciil (iijffhrnfie/^ 377 ) 


I '> z 

TICOlTT^-~ -T- 


Ft, en posant 2 = — et miillipliant par — 


f IX I X 

„coi j 3 ^ ^ 4A/*Trs 

1 




ai6 

ct, par suite 


SK€ON 0 £ PARTIE 


CHAIUTRK lit 


r I I \ I 


1 — e .r % ) X 


. 1 - 4 - \n-rJ 


V r_!_ f_ 




4 - I) w--- 

On a (I’ailleurs {Calcuf flijfeti^ntiel, ;{7(>) 


_ 1 _^ _V 

TT^ \f* 'i//' ■ ‘ t:*^' it \ ,*}.,..} [I 


Ell outre, 


_!_^ _ 1 _ 

4-4//-r*) ' ' ^ ('i t:-^ ^ 

I I 

__ 

I . . » . i ? m -t“ '>.) 


0 etant eoinpns entre o et j. On aura done 


\ |~-C*“’* ./' oj j- 


~- —--f-...-+-(- I)"'- - -5.r'"'. 

I . A I , A . .i. 4 I . A . . . ( A m 4 - '* ) 

On en dediiira uy(/i), en niuiii|>iiant [)ar r el irit«'’f;raut 
de o a X. 

Mats on a 

r T^» e~"'dx- - lih-LilL, 

r * /** I A A /II 

g i»im ^ ~ ftx zzi 6i I ;r’"' dx r- 0| j— / 





t>»8 FONCTiOKs iiepn^SEKTFKg PAii DKs iniFghalfs oFfimes. 
0i ^*lant encore compri^ enlre o cl i. On iroinera done 

i^L 1 _ Jk ^ 4 , I 

1 ,2 n 3,4 /i* ( i/// — I) 2 /// “ 

4 . <-■)'"><<»>■ . 

{2 w -t- I) (a w -+ a) 


®(«) 
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21(>. La bcrie <|ue nou*» venons d’oblenir p(Mir la valeur 
<le mi n) .seraiIdivermeille si on la prolon^eail jusqira rinfioi. 
’^foulcfois, les premiers terrnes d('‘rroiss(*nt rapidement pour 
pen rpie // soil (‘onsidi'n’ahle. L'expression dii reslo monln^ 
d^ailletirs <|ne rerreur e^t moindre <|ue le [>renjier lerm(‘ 
neglige. Lii s'anelanl an moment on les h rmes eommenreni 
a eroilre de nouveau, on aura done nne valeur de m\ n ) donl 
le degre (reiaelilude esl faeile a appnW i(‘r\ et sera, en 
general, largement sullisant. 

Si n tmid vers x, m(/n lendra vers zeiu (*t ponrra etre 
neglige. On aura done a la limiti* 


log !'(/<) r (n K 


el, CiHume on a 
il viendra 

log Tin --h F( /i) 


I" (n — !) ~ n r /n, 

-T~ log// ~ ^ I logn — n -h 



217. Les resullals (jui pre(*eilen! [xuiueltenl de ealeuler, 
avee une erreur relalive <raiilant [»lus faihle que n sera plus 
grand, la valeur d’une faetorielle qindeonque 

V — u (u H- h) .. . (u -f- A/ /m . 


On a, en ellel, 



logK — loga + n log* -t- logT^^I H- « -+-^ + 


)■ 
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Mats oa obtiendra, par la m^lhode'pr^c<5deiitc, nm valeur 
approch^e de logF -4- /i 4 - i^* Le dernier logarilhme se 

ealculera de m^me, si ^ est un grand nombre; sinon, on 
devra recniirir a une Table des valeurs de la fonclian l\ 

218. L’une des applications Ics plus importanles de la 
formule priScedente est relative an Calcul des probabilit^s. 

Soient /> et ^=: i ---> p lesprobabililes de deux <^vt*nements 
contradictoires A et B, On d^inoiilrc aisemeni quc la proba¬ 
bility quc sur p ypreines successive^ rchynement B sc 
prysente m fois, el revenement A. p— m fois^ est reprysentyc 
par le terine en dii dcveloppeinent do binoiue 

(p-h Ce terine T,,, est donne par la foriiuile 

-:- iJZ - 

1.2.. ./ii.i ,2.. .(p— rn)' ' 

-- 

r( /«“HI) r( p — m 4 -1) ^ ^ 

T,« _p — A?i - 4 - I q _p — w/ -f-1 (/ 

T,„„j m p m X — 

Ge rapport sera > i ou <; suivanl qii’on aura 
m<(p4-0// ou >(p4-i)v. 

Lc plus grand terine sera done n ytant le plus 

grand entier conlenu dans (p-f’i)y. (^e nombre /i, etanl 
> (p-P 1 )q — I, mais p -P 1)^, set a de la forme p// -P 
r etant compris entre 7 — i et 

219. Gela posy, cberclionsa yvaluer la limile \ers laquelle 
tend, lorsque p croit indyfiniinent, la somnie 

S r= 7\..x*P- . ,-P Trt-t- T;,4., H-. . .-P 

\ ytant un entier fixe ou variable, mais irun ordre de gran¬ 
deur infyrieur a celui de p*. 


On en dyduit 
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Cotisidi^rons k cel effet la fom-lion 




_ rcfA t) _ 

r { ^"1) f { (x — n —• ^ -M) 




Xqn^ X 


Soienl M el m \e maximum el le minimum dti rapport 
lorsque 0 varie de o a i el de — h k \ — i. Soil o 

/(T) * ‘ 

run des cnliers compris dans ce dernier inlervalle. 

Pour*r = p, /(^) se r^duira aT^^p, el de :rc= p a;r = 0-}- r, 
f( r) sera conijiris ealre M'r,^j.p el mT«^p : on aura done 


IV^sanl 
\ i<’nl 


dou 


+-1 

^ ♦ p / ,/ ('^) ^ I«^ p • 

:—A, ,,.,X — I el ajoulanl les resiiltals, it 

MS > f J( r) dx > niS, 

J > 

S - - hj ^/(x)da\ 


A 


elaiU compris enlrc ~ 
Or on a 


lofi;/(.r) " log Tip -f- 1 ) —logl'p/ -j-.r-h 1 ) — logr(p-~ // — .r-f- 1 ) 
-f- (p — n — .r ) (/< 4- x) logy, 

oil, (Tapres la formiile d'ap[>ro\imatioa truu\ee plus haul. 

log/(,r) r- 4- ^ logp — p -h log 2 r 

— "4 X 4 - log(// 4- .r) 4 - it 4- X — ” log ^t: 

— — /I — j- A ^ l^g(p — — x) 4- p — it — t 

— ~ logar 4“ (p — /I - x) [og/> 4 * (w 4~ x) logY 1^ 
le resle R t^lanl inlinimeni petit. 



aao SEliOVDE PAftTlE. — CMAl^rTRR HI. 

Mais on a /I ==: jx<7 ~f~ r, d’oii Ton deduit 

^ lj,^n:=zixp^r, 

log;(/i 4-* .r) rrz log(|UL <7 4- /* 4- x) 

= \o^(J.q 4- log^i -(- 

=: log ft 4-log ^-I- —— 4- R , 

log{ft— « —.r) -- log(,u/> —/• —./•) 

-^logft/t4-log(^.-li^'^ 

.r 4 /* (.r -f- 

™ log^ 4 - log/)--- \\ , 


les rentes IT <*t II" /*lanl de^ inriiiirnont j)cliu d'onire supo- 
rieur ail [)rcmi<*r (jjl considert* couune inlini tlu (ireiuiei* 
ordrc), car x \arie enlre - A el 4~ A — i, (|ui sonl d'ordre 
iiif^riciir a 

Substituaiit CCS \aleHrs dans Texprc^sion de log/'i.r), 
reduis<int et iiegligeanl les teriiics infiniinenl |K*lils. ii 
viendra 


d’ou 


log/(x) ~ log/> 

a ^ a \p 


-^logv 
7/ M 


/(.r) = -=L== f' ^ ' V- 


- g 

V" a TT pq fj 


On en di^duit 


/(>f-4(/) 




Si Cf varie de o a i et x de — A a X — i 
coinpris cntre 

M rr et m = e 


, ce rapport reslera 


f}^t 


Si tx tend vers oo, ces deux qtiantit^^s tendront vers rimiti^. 
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Nous aiirons done 


limA =r I 



.. > _ 

lim —( e 


220. I^>^ons, pour simplifier* 


ii’inle^rah' 


r - t\j x p(f fJL. 

' ‘ r 


de\ ieiidra 


f f( r)d. 

>_ 

.. / e / 

sr.J > \T,J^ 


y'lr'lV’ 


(it. 


S^tfUfiL 


Si X ( roll inoius rapideinent que \ u, reUt‘ iiiie*<rale aura 
p<»ur limile zen** le cliainj) d iiur-^nuioii deeroissant iiideli- 

uimeul, — U*ud \ei^ uiie liinite (inie, rinl<‘^rale aura uue 
N 

Naleur v.inalde aver oeUe liiuile, Kfdiiu "'i — tend vei> x* 

V 

rintei^rah' lendra \ers 


=1. 


Done s\ le nomhre ;j. deb t'preuvcs croil Indeiinimenl, la 

probabiliu* <|uo le rapport dii noml)re des eveiieineiits B an 

iKUnbre des eveneinents V n‘si<' compris eiilre les deux 

liaiites el :r--- teudra NtM's la certitude, si 

(X — f* -* A |X - - /* — A I 

X eroit plus vile (jue yjA. Or le^ tieux limiles ci-dessus 
lendeiil evidemnical toules deux vers Done le rapport dti 
noinbre <leb (Habiienieats B a e<dui <lcs exeneinents V leudra 
vers la imbue limitc*. 

(Jet iniportanl resullal ost eonnii sous le uom de theoHnie 
(li* Ihrnoitlli. 
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241. Proituil de dens fonctions F. — On a 

T(p)T{g)~f e-*'dx, C 

=r r f y*i-y e-**-y *dxdy 

•^0 V 0 

et, en posant x — ^ cos = p sin o, 

T{p)V{q)^ ( f 
•A •^o 

m f 2C0S*^ ^ e'-PV/p 

t/() a'o 

= B(/j,7)r(/)-f-7), 
en posant, pour abreger, 

It 

J 0 

Soil en par(iculier/; = <jf = i. On aura 


et, par suite. 


B(p, ^)r=r^ ac/v.-TT, 

• 0 

r(/>4-<7):rr I 

'•ay - 


forinule tl<?ja ubtenue (207). 

Posons plus g^neralemenl y = i ~ />; il vieiidra {Calntl 
dtjferentiel, I1H4) 

r(p)r(i-/o _ 7t 

r(i) ' itnpi: 




222. l..'inl^grale R(p^g), que nous venons de rammer 
ana fonctions F, porle le nom d'integrale euUnennc de 



ms iFOlKCTfOHS HEfill^iKIITtES PAR »6S iKTIftGRALES OtmiEfi;. ai3 

ppemiire espice. E!le esl susceptible de pliisieurs atitrcs 
formes. 

Posons, par exemple, 

cos*(j? rrz *r, d’ou —3 sin^ ros<p r/9 = f/o*; 
il viendra 

h{p^fj[)zzz I jcf* '* (I — j’Yf * dx, 

J 0 

lN>s<>ns encore 


X 


Y 
* *t- 


il viendra 


d’oii I — j: -, 

i-i-/ 


dx — 


<r . 


do 


yp I ^ly 

(TTyP^' 


2i3. Coiisid^rons riulcgrale muUiplc 


. 


-1 y 7 I -r-l ^ly 


prise pour (oils les svsteines de \aleurN pohilixes des variables 
(jui satisfont a I’iiiegalile 


Posons 




X ~" a .r*, 
p - a Pi, 


I t 

y-Py,. t ~yr,. 


I^^iiitegrale deviendra 


.«|3y 


//./><- 




el devra »Hre ^lendue a lous les systoine'* de %aleurs posili\C' 
dcs variables <|iii satisfoiit a }a relation 


.r,-4-/,I. 



SECONDS PADTIE. 


CIliHTRB III. 


a i4 

Posons inaintenant 


\ ,r| -4- ~f“ 5| 

Y z=z r,- 4 - 

7 — * - . . c./. >• 

Ia — .^1 ~ 

On on dtJduil 


et 


#♦ 


-I ^rX 


iiXd\ ca-dr,(h ,(h, 



dq dr, d^ rr l^r, dldn d^. 


Kniin Tj, Xi varioront do o «» i. 

Siibsliluanl les noiivelles variablos a la place de vi^ 

rintoj^rale proco<lenlo de\iendra 


af^b^c 


if-f I ( 

a * 0 


^ dldr^d^. 


Los \ariabIos T^anl coniploloinent >oparoes, cello ialegndo 
sera le produil dc^^ lroi> siii\aiiteN : 





- * dc. 


f\ 



— ri)<', ' t/rj = H(7 i+/’ i./'i) = 


r(/>i)V<yi + ^. ) 

i\/'i + Yi -t- 'i > 

riy.)r(/-,) _ 

r{ </l H- fy ) 


* 


On aura dour 


I — r(/>.)r(<7i)ro'i) f' f(:x 

»Py r(/>, 4-//,-<-r.) ' ' 


d\ 


xpy 
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et fitil^grale multiple sera ainsi n^duite a une intt^grale 
simple. 

tSi. Supposons, en particulier, que la foiiclion / se 

r^duise & ime coastanle K, L’inl^grale simple sera egale a 

—- f el I sera edmpl^Uemenl ealrulti en fonciioii des 

p q 1 ' 

« P J ^ 

transcendantes F. 

Ceitc formule a de nombreuscs applications au calcul des 
\oliimes, centres de gra\iu*, momenls d’ineiiie. Cherchons^ 
par exemple, le moment d'ineriie d’un ellipsoide 



liomogene el de densite i, par rap|)orl a Faxe des z» L’lii- 
legrale a calculer sera la sui\anle 




i'// 


( y^)dx dy dz. 


On en aura Ic liuilieine en sc bornanl aux \aleurs positives 
des coordoniiees. 

liC premier lerme de cctle rnlegrab* • obtienl en posani, 
dans la formule precedente, 

a-ziz^j-=zy-.^,, p-S, q~rizz\, /=.}. 


II aura pour valeur 

Oc \a / * * 4 / \2 ^ i _ a^Oc z 

8 F / * ^ * 8 3 •> 

V 2 / '4 2 2 


Caiculanl de im^iine Ic second tenne, ajoutant et multiplidnl 
par 8, il viendra, pour le moment d inerlie cherclu% 

/>’)KrtAc. 

10 


i5 


j. - n. 
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CHAPITRE IV. 

POTENTIELS NEWTOMIENS. 


I. — £tude analytique des potentials. 


223. On (Msigne sous le nom de polenniels newtoniens les 
int^grales snivantes : 

I® Potentiel de volume : c’est Tinti^grale Ifiple 




m 


V potentiel de simple couche : c’est I’itUegMe^douhltj 


etanl une surface, les coordoiin6cs de ses points]^etatil sup* 
poses exprivnes au nioyen de parainelrcs h, e; 


/X 


p{u. e) 


d(7. 


h^^otenliel de double couche : c’esi rinlf^grale 
d- 

/X''*.■ 

oil nUi^signe Id aorinaAe poMtivef r esi la distance de 
minl 4 un point fixe {^hc^. Ij9 cliamQ|deB-int^graleg esl sup- 
jR»s4 fini. La IbnctFoii p, dennti de jn&ldmeot, est stippp-^ee 
d4veio|iifab^ ID tout point, du^han^ par ila sirie dc Taylor. 
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2^27 


Cts potentiels sont des fonctions de (a, 6, c) *que uoiig 
allons dludier. • . 


En dehors du champ d’mtdgration, ce sonl des intd-* 
o^dinaires, qu’gn peat dctiverind^finiment par la regie 
dc Leibnitz. 

Elies s^ont rcgulieres d Vinjini, Soient en efletTl, p le)» 
distances a Torigine du point {abc) et dn point \ariable 
Y.r, r, r sera co^p^is cnlre R — p el R 4- p et, a fortiori^ 
entre K — el R -j- d dcsignant le maj:inuHn de p dans le 
elnunp; dgaic ^ tendra ver% Tunite pour H =r 09. ' 

On a d\iilleiir s 


/• ™ v/[^r — a 4 4- ( >' — ^ (z-~ c)^ 



da- / 








I 




/ 


/ — a, j ^ fc, 5 — r ^lant au plus egaux a /* en \aleur ab* 
'^olue, on \oil (jue - esl dc Tordre de ses dt$riv^,es pre- 

unites de I’ordre de ses deri\ees seccmdes de Tordre de 

> ctt- 

Les intcgrales obteriucsen nuiltipliant ces expressions* par 
une foueiion iinie tXet inti^graul dan^ un (\iamp fiiii jouironl 
<ni<leuiniem des m^mes proprieles. 4 

" 6V iont des/offflions harmoniqnes, Designons, en elFet^ 
|WHir abreger, par T ropt^t'atioii j 


d* d* d* 

k 

< )n a|^videniinenl 



f 


# 
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etj par swUe, 





V 


•i da rr o. 
r 


227. Lorsque (abc) esl dans le champ d'lnlcf;;raUoa, les 
|>otenliels existent cncnre d^apres les n'^* 93 el 93; car la 
fonclion a integrer ne devient infinie que du premier ordre 
•pour t ==: o. En eflTet, —y --- est fini. [On doit loulefois remar- 
*quer que, pour les polentiels de surface, la dthn on strati on 
du 11 ^ 93 suppose que le point {abc) est un point ordipaire 
ide U, non sitiie siir sa frontierc.] " 




228. Pour eludier les propri(5l(^sdes potent iels lorsque (a/>r) 
<;st dans le champ d’int<fgration, nous nous appuierons sur 
un theoreine de Cauchy relatif ii rexistence des inl^^frales 
<les equations aux dthivt^es partiellcs. Nous le (khnonlrerons 
iCn son lieu. Dans le cas qiii nous occtipe, ii peul se formuler 
ainsi : 

Soit 


(0 


rPV ^ dV d*V \ 

d.r ’ \) rdz) 


une Equation aux deriv^es partielles du second ordre resoluc 
d* V 

par rapport Soienl, d'aiilre part, 


deux fonciions de r* Si chacune des fonclions F,/, fi esl 
tme s^rie de puissances entieres des quanlit^s qiii y figurent, 
on pourra determiner une s^rie V de puissances enlicVes de 
Xy fy z saltsfaisant k I’iquation (i) et telle que, pour z s=s o, 

on ail • 

«?V 


<o 




ds 
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On formera aisc^ment cette fonction en calciilant ses dcri- 
v^es successives pour = o et cn appli<|uanl la 

formiilc dc MacUuirin. 

Or les equations (a) et leiirs d^rivees successives font 
connaitre lonles cellcs des derive^es rlierch^cs ou ne figure 
qifiinc derivation au plus par rapport a g. L’equation (i) et 
ses derivees successives feront connaitre les autres par rcinir- 
re nee. 

La hcr ie de iMaolatirin ainsi formee sera uiie fonction regu- 
liere dans roilerieur de son eercle de convergence. Mais il 
reslerait a proiiver que le rayon de re eercle n’est pas nuL 
Nous I’ad melt runs [)rovisoi!*enieut. 

/temarque, — Le tlicoreine suhbisterait si le coefficient ile 
-pj-dans rtM|vialion ^i), au lieu d'etre f'‘gal a i, etait unestiir 
de puissances ct)irjineneant par un tenne constant; 

ear I’inverse de S elant une serle de ineine nature, il sufliralt 
<le diviser Tequation par S pour rive ranieiie au eas prtu'e- 
denl,# 

Lomrne eas [)arlieulierde ee theoreine, nous auions la pro- 
posiliou huivante : 

fj’equ.oioii 

AV = F(.r.y, 3 ) 

a<lin<H iuix onvifoii^ <li- I’driginc une solution reguliere telle 
que pour z = o, on ait 


* Nous allous generaliser ce ri^ullal. 

i229. Soil O un point ordinaire d'uiie surface Q. Prenons- 
le pour origine, faxc des elaut dirigd suivant la norniale. 
La surface tUanl donnee sous la forme parametriqiie 

c), j:zrcp,(e/, V), J-rr e), 


on pent adinettreque les parametres aient^te choisisde telle 
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aSo 

sortc qa’ils s’annulent a I’origine. Les equations de la surface 
seronl alors 

.r = ex// H- 4-..., / = a' w -4- -f-..., w 4“ 6'^’ -f-. . . . 


plan tangent sera 


X a b 
\ a' // 


: O. 


Z a" b’' 


Mais il se confonJ avec le plan des xy ; d'ou 

ab'-^ba'^o, 

Onpourrail au hesoiii prendre pour nouscaux [)arainetres 
an 4” a'u 4- //<’. Par cette simplification, les e(|uations 
de la surface devienneiil 

{i) r=r_c 4 -..., z zz: aii^. 

Cela pose, nous allons deinonlrer la proposition suivanle : 


230. It existe une solution de Vequation 
(4) =:F(x,y,z) 


developpable en serie de Maclaurin aux em irons de 
rorigine^ et telle qiCon ait sur Ci, 


(5) 


r), 


dn 


— 4 ). 


Un point M de I’espace, voisin du point (), pent elre 



determine {fig* 22 ) par sa distance /?==MP a la surface 



POTENriEtS NBWTONIBNS. 


23 i 


el les coordonnces ^ du point V, On aura, en eflet, 

jc z=z ^-h n cosnx^ y =z ri-i-n cosny, 5 nr ^ H-cosn5, 

5, Yi, (5lant les ooordonnees cartesicnnes de P. Or 5, ^ 

sonl donnt^s paries fornuiles (3)^ el les eosinus par les for- 
mules 

A 

cos n X m — , • • • , 

y/A» ^ Ct 

oil A, B, (j d^sigaenl les delerminanls 

* _ ^ ^ ^ ^ 

dti dv du dr’ 

()e hont des series de puissances de r, doiit une seule 
1 ‘onlient un lermc constanl, ^gal a 1 ; done eosnjr, cos«>', 
vobtiz seronldes series analogues, cl seiil cos//:j contiendia 
un Icrme eonslant, egal a 1 . 

liCs eoordonnres du point M scront done 

X zr u \ 

y nz: r > 4 ~ lermes en m, r, n de degre >> i. 
z m n j 

On cn deduit ri^ciproqueiuenl 

I 

y y > -h lerrnes en .r, y, z de degre > i. 

Cela [lose, Iransformons Tequaliou (0 prenaril w, i’, n 
pour nouvelles variables. On aura 

d\ _ dV dn dV da d\ dr 

dx ~~ da dx da dx dy d 

d-^V d^ V /d/zy 

dx^ d«* \d;r/ * 

L’<5quation Iransform^e sera done lin^aire par rapport aux 
dt^rivees premieres el secondes de A , Les coeflieients seront 
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des series dc puissances; en particulier celui de h 
savoir 



I dn 

coinmenCera par un lermc conslanl i, pro\enaat de — ^ 
Done I’t^qualion admcUra bien unc solution reguliere salis- 
faisaut aux relations (5). * 


231. Ces preliminaires post^s, abordons I’etude des po- 
lentiels. 


Poientiel dc void me, — Soil () ua point in/(died r an 
champ K, Eiilourons-le d’aue sphere h interieun* a K, doat («> 
d^signe la surface. Soieat \ uae foac lioa (|ueleon(|ne regu- 
li^je dans A*; {abc) un point int^adeni* a A*. La I’oraiale ( 24 ) 
du n'* 185 donnera, en y eliangcant IL K, Q en V , A, (t>, 



-W'di- 

r 




r 


dv 



It: V(a6c). 


Si la sphere k est assez petite (lout en restant finie), on 
pourra choisir la fonction V de telle sorie qu’elle satisfasse a 
liquation 

AVrz:p(jT, J, Z). 


Substituant cette valeur de AV et ajoutant aux deax meni- 
bres 1’integral e 

il viendra 



fffj 


dv : 


-Hi 

-SB 


r 

* I dV 
dv 


- dv 




V —do- 
dv 


dQ \ k\{ abc). 
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Le polenlie! 



e^t done la soinme al^<5brique de Irois potenlicis, de vo¬ 
lume, de simple eouche cl de double couche et d’un lerrne 
tout inU^gr<L 

Lr point {aba) n\Mant plus dans Ic (“bam[> des uouveaux 
potenliels, ( haeun de ees (piatre, lerines pourra etre derive 
aulanlde fois qu'on \oudra. 

Done esl reHer a Hinterieur da chrunp'^ mais il 
n\*sl plffs harniijnique ; car si roueflectiie roperationV sur 
Fegalile picccdmiU*, elle donnera un resullal nul siir les 
trois polenlit‘ls du second ineinl)re el — ^':z'x [a^ b^ c) sur 
le dernier ternu*. D'ou eelt(* iinporlanle forrnule, due a 
Poisson , 

((») VU “ — ^4Tr/ji. 

Pour un |)oint exlerieur, on a\ait la forrnule de Laplace 
(7) TU~o. 

Soil enlin (), un point silue n{>n plus a l inlerieur de 
K, luais sur sa frcuitiere 1}. I'raeons la spln’^rt* /. (^oiunie tout a 
riieure; U la paiia^era {fig- ^d) en deux regions // el k — //; 





(die partag(‘ra de m^ine o) en deux regions id et o> — id, 
U/jcipro(|ueinent, lo {>artagera il en deux rtigions 0' et 
Q — ir. 
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Soient encore V une fonction r<?guli6re dans k ; (abc) un 
point interieur a A. Appliquons les formules des n®* 184 
a 186 a la fonction V pour le domaine A^ II viendra 



AV dv 






r 


dv 



dtj R((7, c), 


R(a, 6, c) elant t^gal a z6ro si [abc) esl exlrrieur a A', a 
— si (ahc) est interieur, a — 2 TtV(r/, 6, c) si 

{abc) esl sur O'. 

Si k est assez petit, on pourra choisir V de telle sorte qu oa 
ail dans son interieur 


et sur ly 


A\ ^ 


\ rr o. 


On ~ 


— etant ^eal et contraire — seiM mil eijralement, de sorte 

que rinlegrale de surface seta iiulle sin Q'. 

Substiluant la\aleur de A\ ct ajoulant aux deux mejul>n‘s 
rinlegrale 



il viendra 


ou 





\ ~ da 
O'J 



—^ da -h 
r dv 


b.c) 




I d<^signant la somme des trois potentiels. 

On pent admettre qu’on ait pris pour origine le point () el 
,^our axe des z la normale exterieure n ; choisissanl les coor- 

donn^es curvilignes m, c, /i comme an n“ 230, V el — 
s’annulant identiquement pour n = o, le developpeinent de 
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V sera de la foi'ine 

V ^ /i* (c 4- e, « -f-1’2 (' -f-. . .), 
on, cu reinplaoarjt u, e, n par leiirs \aleurs en ,r, j 
V -r: rs* 4- lei mes de degre >► 2 , 

Done V s’armulera a I’origine, ainisi qne ses derivees pre¬ 
mieres c4 seeondes, sauf^^-^* 

’ oz^ 

i )n a d’allleurs 

(V^v d-v dn^ 


el, ea fai‘5anl r --y = 1 :: zi 


mr 




[Xo repr<‘seulant la \aleurde |x a I'origine. 

Soil done I im<* direclioa (jiielconcjue, de eosiuus direc- 
l(‘urs eos!z, eosji, rosy. On aura 


d'\ 

dF 

el eu 


pai 


dV dV d\ . dV 

d/ d.r dy az * 

dn , dn^ ^ dn' 

—-r cos’ a 4 2 —-- cos a cos p -h.. . f- —rr 
d.r- d^'d/ (h^ 


lieulicr a 1 Origine 


eos^y. 


{<)\\ 

/0‘-\\ 

1 01 )„ " 



Soient done p el y deux poinU infiniinent Noisins de Tori- 
gine et situes rebpecti>einent dans les regions k — k\ //. 
On aura an point p 

IJ ^i, 

et k la limile 


lita 


01 

01 

«)>U ()>1 

01 ~ 

w 

01^ ~ 01^ ’ 

li 


<)UI 


Vd/* 


limll -lo, 


0 
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Au point < 7 , on a 

u = i_4,v, " 

el a ia liinitc 


dl 

dl 

/ <?V 

d*U 


, (#>V 

^ dl' 

dn 


dl> 




1 


0 > 

"WO 




lim 


dHJ 

dl‘' 


('—'I 


471/^1,008^7. 


On voil par la quc I et ses deris ees premieres restent 
continues^ torsqu^on (rarerse la surface Q. Mats la derivee 
seconde-jpr s\fCcrott hrnsqueme/if de 4 ^71-0 cos'**y, lors- 
qu^on passe de V intth ieur de K d V exierieur. 

En particulier, la derivoe norinale s'accroUra de 
dtipo- 


233. Clierclions la ^aleur de V el dc ses deri\('*es an 
point O lui-ineme. 

On a, en ce point, 

E0 ~ If, 2 71V4,, 

mais Vi, etanl nul, on pent ecrire aushi hlen 

IJ(,—on l'(,“ 1 ,,— 'jttVo. 


Suppobons qutj la li{^ne de direction /, i'jsue du point O^ 
fasse un angle aigu y avec la norinale eAlerieure O 5 . Elle 
sera sifu^e tout entiere dans la region on U = I, On aura 
done 



Soil A la direction ofipos^e a L La ligne OX est situee tout 
entiere dans la region ou U = I — 4^ V. On aura done 


W>/«' 


dk 
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On deduit de Ik 

VdXjo“ \dt),’ 

/d-U\ /dHJX , 

2I{4, Potenliel de simple couche, — Soil 

un seinhlahle [)Otentjel et faisons la constru(Mion qii’au 

F’lg. a'l 



n® 232 ijig- 24)7 {cibc) d^bipianl uii point inlerieur a /, 


Nous aiirons la m^me o^alilo 


,)i- 


”h R (Of^ 6, c). 

IK^terminons ici la fonctlon V par les conditions 

A\ rrr O 


€t 


Vir. 0 , 


()\ 


dn-^ 

En remarqnant que 

^ __ dV __ 

dn 


sur ^2^ 
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la relation pivc(5dente sc riSduira a 




^/X- +R(«, ^ c) 

ou en ajoutanl de pari et d'a^j^re 

ff 

J Ju a- ' 

ffo-l =/X ('■ ; w) "■ 


elentm 


— /^c), 


I etant nne soinme algebrlque dc polentieh pris dans des 
champs qui ne conliennent plus le point [abc)] el R(a, A, c) 
etant ^gal k zero, a — ^7:V"(<7, b, r) ou a — 2 7r\'(a, h, r) sui- 
vaut que (abc) esl exterieur a //, intihieiir a on silu(5 
sur O'. 

D’ailleurs V s\innulant idenliqiiemenl pour /i = o^ el 
(^^^elant ^gal a po> 1^ diHeloppeineiit de \ sera de ia 
forme 

V cn n(poM-...) 

oil, en remplayant /?, t/, e fiar leiirs valeurs en x\ r, v, 

V = -3(po H- . . .). 

Done 

v. = «. (£)=». (^)=». (^)=.v 

^r, I ^tanl une direction ddfinie par les cosinus directeurs 
cos a, cos^, cosy, on a geiniralement 

dV d\ . dV . dy 

_ = _cos« + ^cosp + —cosy. 
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Done, k I’origine, 



fj-Q cosy. 
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Soient /;, y deux points iniiniinent voisins de Torigine et 
hitues re^-pectlvernent dans Ics regions A — A' et A\ On aur.i 

()i ~ di 


till point p 


I - I, 


et, a la linnle, 


liirul ~ lo, 

i >-0 


I 

liiii — 

/;rrO 


(-)■ 

\0iJ. 


Vu pointer/, on a 

U::r 1 + ^ttV, 

et, a la liinile, 

Inn U lo, li^n 

(/- 0 (f -0 


dli , d\ 

0( ” dl 




TT^o cosy. 


Si (lone on traverse la surface an point O, U resteia con- 
linu, mais sa derncje -jr eroitra hruscpienicnt de 4^p*ocos^'. 


235. Clierchons les valeurs ()<* I (‘I de sei> (kni\ees an 
point O lui-ineine. 

On a, on ( e point, 

l-U ~ 1« H" 2 Tr\ 0* 

Mai^ Vo etanl mil, on |)eiit tH'rire aussi 

ko~lo' f '0 — lo ■+" 4 TT \ 0* 

Strangle y esl aigu, la ligne Ol sera comprise ea totalile 
dans line rc'gion ou I' = I; on aura don(' 



Soit 01 la direction opposee. La ligiie OX ^taut situce 
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toul entiere dans u*ie region ou U = I -f* 4^ 
(}V 


m.= 


Done 


£?1\ , {()\\ 
m-H 


d* /o 


'I +(m. 


mA 


O^Jo 


Jijo 

‘ cosy. 


4TrpoCOSY. 


En particuHer, si y = o, on aura, enfre les ddrivoes 
prises sulvant les deux directions n el v de la normale, la 
relation symetrique 


mA'^A- 




236. Potenliet de double couche. — On fera encore la 
m^me construction; mais on d<!‘ter!ninera V par les pelations 

AV - o, 
d\ 




On 


= 0 siirii'. 


‘'r <J\ 


La formule (8) deviendra, en y remplacaiil — > — par 


r 


On ’ 






Ajoiitant aux deux membres I’int^gralc 

1 

U: 

it viendra 


^lA-rn"’' 


d‘- 


,S =I -+- Rto, 6, c). 


On r On/ 





On aura au point p 
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U = I 


et, si p tend vers Torigine, 


i\u point q 
et 


liniUzrl,. 

;) = 0 

U~l~47rV 


iirn U =: lo“ 4 t: Vo=:: lo— 4^-i^o- 

7 = 0 


Au point O lui-in^me 

l\, -rr lo — 2 71 Vo — lo - 2 TT/Xo- 


Le potenliel U presenle ainsi a la Iraversee de la surface 
une double disconlinuile. 11 n’c\iste done pas de derivees au 
point O. 

Remarquons toulefois que, — etant nul sur la surface, on 


aura 


dU dU 

|J4U -T— ™ inn 
p 0 d// q - 0 <)fi 



11. — Applications physiques. 

237. Giuvitation. — Hypothese, — Deux points mate- 
riels {xyz)^ (ahe) de masses m, m'y siliK^s a la distance /* Tun 
de I’autre, exercenirun surTaiitre une attraction dirigee sui- 
vant la droite qui Ics joint, et d’inlensiu'* > / etant une 
conslante j)osilive. 

Supposons, pour simplifier Fecriturc, ni' = —• L'altraction 
sur (abc) sera le \ecleur 

m 

et ses composantes seront 

n}{x — ^/) ni(y — b) rn{z — c) 


J. — 11. 


i6 
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Soient K un corps conlinu, di^ un de ses ^liJments de vo-- 
lume, de coordonn^es z el de density ix(x,y^ z), Le 

vecteur, attraction de K sur (abc)^ aura pour composantes 

K K K 

Si {(tbc) est ext^rieiir a K, ce sent la des integrales ordi- 
naires, et Ton aura 

V -- V - 

^ db' dc ' 

U designant le polenliel de \olunie, 

K 


238. On sail quo ces integrales restenl determinees si 
(abc) fait parlie de K. Dans ce cas encort*, X, Y, Z seront 
les derivees de U. Dans Fignorance ou nous soinincs si la 
regie de Leibnitz esl applicable ici, nous ^etabli^on^ coininc 
il suit. 

Soil/i une region infiniment petite conlenant (abr) a son 
inlerieur. On aura 



Clierchons la deriv^e ^ • 
da 

Le premier terme a pour derivee 

K~A 


qui tend \ers X par definition. 

La deri\^e du second terme est la limile pour // ~ o de 
Fintegrale 



k k 


r — rh 

h 7?’ 
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/ cHant ce que devient r par le changeinenl de a en a -f- A. 
Or r, h tMant les trois cotes d’lin triangle, 

D’anlre part 


h 



Le module de I’inlegrale csl done inoindre que 



A A 

<'\[)ression dont les deux termes sont iiifmimenl petils. 


(dier<‘hons I'expression du (lii\ du \ecteur (X, Y, Z) 
a I rax CIS un(3 surface fennee il. Le 11 ux do sortie est egal 
((Islrogradslvx) a rinlegrale de la dixergence 

()\ in i)Z 

— -h -TT -f- -p - VII 

()a <)h ()c 

<lan^ le xolume 1 intcrieur a IL Mais VI mil pour tout 
clement dc 1 e\leri(‘ura K et egal a — 'jira pour tout (Element 
de la region L ecunmiine a J cl a K. l.e flux sera done' ^gal a 



I 


d<!^signant la somme dcs masses atliraiites conlenues 
dans L 

Ce rcsullat cst du a (iauss. 


240. Tnf.oRhME. — Si Id distance du corps atlirant au 
point {ahe) cst p^rande par rappo/t nux dimensions du 
corps^ le potentirl e/, par suite, rattraction seront sen- 
sihlement les menies que si toutes les masses attirantes 
(Haient concentnh^*^ en leur centre de gracite, 

IVenons, pour phis de simplicitc, ee centre de gra\ite O 
pour origine, cl soienl R, p ses distances aux points [abOy 
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(xyz) {Jig* 2 5). D<^veloppons i’expression 


^ — (H*—aHp cosy 4“ p®) * 
suivant les puissances croissantes de il viendra 

1-1^+ Pi ?: l + \ - l/,-^'i:£±AL±f£+ \ 

Multiplions par prfr et inti^grons. I^’inlegrale / ^cii> repre- 

*/i( 


Fig. >=). 



abc 


senlanl la masse lotah* M et les integrales / jjixcA\ / 
f azdv etaul nulles par la delinilion cln rcnlre de gravile, 


on aura comme resullat 


M 

IT' 




les termes negliges tHanl de Fordre de —» si d designe le 
maximum de p. 


2M. Polenliel d'unc sphere. — Clierchons a dt^lerminer 
le potentiel d’lme spliere creuse liomogene^ de densile a, par 
rapport a iin point p = {abc). 

Soient po) pf rajous dcs spheres ooncenlriqucs qui 
limilent le corps attirant. II esl clair que le potentiel chercln^ 
line doit d^pendre que de la distance 1\ = 
du point attir^ ati centre. 
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Soient U', U^' les d^riv^es de U par rapport a R; on aura 

a* 


_ ,,, a 

K’ 


U' 


2U' 


rn_|]» I 2 ^ IV — T’" 

K» K H* ~ ^ li 


Si p n’appartient pas an corps atlirant, cetle expression 
doit ^trc nuUc. On aura done 


IT _a* 

ir u 


et en inl^'grant 


log ll' -h log H “ cormt. 
^ -"Hi’ 


U 




Vj el C' cHant des conslanle> qul re'.lenl a determiner. Deux 
cas son I a distinguer jci : 

r’ p esl dans la ca\ite : en le snjq)Osant au centre, on 
aura 


1)0 nc 


y r' 1^ ' 1^'"' Hr^^lnO(/r 


//• (/O (h 


pD- 


c- 


C -r_ >T:/-f(; 


^3). 


Le polentiel est done constant dans (a caeitCy et Vat trac¬ 
tion esc an lie, 

En verlu de la conlinmle du polentiel, cclte formule sera 
encore valable sip est a la surface de la sphere interieure. 

p est dans la region cxlcrleure aux spheres. Siippo- 
sons~le a Tinfini. On sail que, dans ce cas, U est infiniment 
petit el doit avoir ^ pour valeur principale ; done C = — M, 
0= o, et I’on a rigourenseinent 
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Le potentiel {et par suite rallractioft) sont done les 
mdmes que si toute la masse dttiranle etait riunie au 
centre, 

Celte fornuile s’iippliquerail encore si p (5lail silue sur la 
sphere extexieure. 

Resle a considerer Je cas ou llelant compris eiUre po et p,, 
p ferait partie dc la masse attirante. Tra^'ons dans ce cas une 
sphere de rayoii R ; elle parlage la couche spherlqiie en deux 
aiitres, dont les polenliels j)^ivent ^*trc calcules s(5part'*ment 
par les formules precedenles. 

r^e potcnliel (rune spljere pleiiie s’ohtielidrait en posanl 
p = o. 


212. En genei'al, si la densile a dii corps alliranl esl 
conslaute, les composanlcs X, V, Z de l allraclion pouri'ont 
elre ramemh^s, el cola de plusieuxs nianicres, a des inlegralev 
doiihles. 

Soieiil en eU'et /x.r, tiy, nz, /ir les angles dc la normalc 
exlerieure n a\ec les axes et aNCe le rayon vecleur r issu du 
[>oinl attire; rx, ry, rz les angles de cc rayon vecleur a\(‘c 
les axes. 

On a dhinc part 



el par suite (153) 


D’autre part 


X -- 






I 



eo-»/‘.z; 


I ()r cos rx 


car cmrx ne depend (jiie de la direction de r et non de sa 
grandeur. On aura done, en posant P=:/’cosr^ dans les 
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formules des n' * tiS4 ik 156, 

V r [^co<^rxc 


243. Attraction cVnn elUpsoide homogdnr, — Appli- 
(jiions ces rosuitats a la recherche de I’attraction d’un ellip- 
soidc homogene 

^ - * 

a p y 

de densite i. ^ 

Son thjuation pent ^tre remphic(^‘e par le syhleuie suivanl 

a* “ cosy>, 

y ~=z j3 sill/? cos^, 

r" y hiii p ‘'hi/y, 

ou p variera de o a t: et y d(M> a 27 :. 

()n a 


P sin p sin/y, 
y sin p cos<y. 


L’clcment d’aire </t aura pour projeclions 

da cos n r ~~z ( 4" ^ ^ 

\ dp dq d(f dp / ' ^ 

--- py sin// cosy> <^//> dq 
oc^y sin/> dp dq 

r//7 COS ny rj; aj3y sin p dp dq ^, 

da cos nz zrz y^y sin p dp dq — • 

On aura done (2i2) 

^ P P ^P 


di 


d/ _ 

dp ~~ 

- y. sin/>. 

dq 

dy 

fZ 

dy 

dj> 

p cos p cosy. 

dq - 

dz _ 


dz 


7 I* ^hi y. 

d7i 
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X 




(0 




ajSy 

sin p cos p dp dq 


Cherchons comment varie 5, lorsque fJ, y varient de 
telle sorte qiie les differences 3^—a^=r8, y^ — a2=S, de- 
meurent consianles. 

En vertu de ces relations^ «ime seule de ces variables, a, 
par exemple, sera independanle; et Ton aura 


adoL-r. (3 c/p rz: y 
dx 
i)a 


cosp 


dK _ c/p_ y 


dz d:; dy 3 
da dy doL y' 




dr 


{x — a 


dx 

dy 


<)y 


<)z 


(.} — fj)T- -t-(5 — , 

da da 




dixl — cf.dl-^1 da. — ( f dp dq 


X y z 

cos rjr-h ^ cosr y ^—-cos/- 

a* P* ^ y- 


^ .12 


fir 


on, en reinpia<;;anl ~ j)ar sa valeur et cos/? par - 
a ^ </a 


IL 


-cosrx 4 - 


dx 


cos no*cos rx 4- cos w ^cos ry 4- cos / 


^ cos /* y 4- ~ cos r z I dx dp dq 

•/* J ^ ^ 

/2:;cosr5:\ , 

- r 

da f C^ 

WiJ Ja 

dx r r ^ y <^dx r r cos nr , 

<^PyJ Ja ^PyJJa 
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Or le premier terme est 6gal (242) k 


da f* f cos/i.r cos/jr rfor 

WyJ Jfx ^ 


da , 

Wi' 


: ^ da 
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el le second est egal a z^ro ou k - -> suivant que le point 
{abc) est ezt^rieur ou inl^rieur a Fellipsoide (138). 


24i. Supposons d’abord le point exterieur. L’^qualion 
pr^c^dente se r^duit a 

adi z=: o. 

On en d^duit 

C d^signant tine constanie; d’ou ce theorcine ; 

Les composantes des attractions de deux ellipsoides 
homofocaux homogenes sur an point exterieur sont pro- 
portionnelles d /ears masses. 

On salt cFailleurs que X est une fonction continue de 
6, c. Le iheorfjine siihsislera done si le point (abc) est situe 
sur la surface de Tun des ellijisoides que Ton compare. 

Le probleme de Fattraclion sur un point exterieur se reduit 
done a celui de Fallraclion sur un point de la surface, lequel 
n’est lui-mt^ine qu\in cas particulier de celui de rattraction 
sur un point inltu'ieiir. 


243. Exaininons done ce dernier cas. Nous aurons 

,v i^nada 
a c/i " 

d’ou 




l^Tiada , 

/'*—7= 


da 


a* vA ) 

da 


-f- 3)(a*-h 5,) 


const. 


Pour determiner la constante, on remarquera qu’en vertu 
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(Je la formiile (i) $ tend vers o quand a augmente ind^fini- 
ment; car r croit ind^finimenl en m^me temps que a, p, y. 
Done la constaote est nuUe. Si done on d^signe, pour plus 
de clart^, par t la variable d inl^gralion, on aura 


X ~ rr 4 j - 

•'^ae 


dt 


a 

ou en posanl i ~ et reinarquanl que 


X 




5,r: 





ti^ dll 



Une perniulallon circulalre donnera V el Z. 

On remarquera que X, Y, Z \arient proportioiiiielleiuent 
a a, e. On aura done a calculer les njeines integrates, quel 
que soil le point attire. 

En outre, X, Y, Z ne dependent que des rapports des 
axes a, [i, v. Si done Ton reuiplace rellij)soVde considere par 
un autre qui lui soil hoinothelique, railraction resiera la 
ineine. Done : 

Vattraction d'une couche honiogene comprise entte 
deux ellipsoides concentriques et homothetiques sur an 
point interieur est nulfe. 


Elfxtricit^: statiqok. -r Hypotheses, — H exisle 
deux fluides eleclriques existant en abondance dans tous les 
corps. Ils sont gt^neralement combines en un fluide neulre^ 
mais peuvent se separer. 

Deux molecules d’un rneine fluide se repoussent et deux 
moitjcules de fluides diflerents s’allirenl suivanl la loi de 
Newton. 

Une repulsion poiivantetre consid(5r(Je comme une attrac¬ 
tion negative, on est conduit a allribiier aux molecules de 
I’uri des fluides des masses negatives, et a repnisenter Fac- 
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tion inuluelle do deux molecules par , Ja conslaiile/ 
etant negative. 

Si, pour simplifier 1’^‘crilure, nous supposons la masse m'dii 


point altir6 <5galc a I’atlraction exercce sur ni [)ar laraol(^- 


cule rn sera 

II existe des eorp^ conductcurfi ou Ics tluides electriques 
peu\ent se mouvoir lihrement, et des diidectriques ou ce 
mouvemenl n’a {)as lieu. 

l/d charf^e (dectriqne d’un corps e>l Fexees (positif, nul 
ou negatif) de la masse M de Iluide positif qu’il eontient sur 
la masse M' du Iluide negalif. 


2i7. Si Foil place uu couducteur K dans un champ elec- 
trl(juf*, Felectricile (pFil conlieni se met Ira en mouvement, 
pour alleindro un elal (Fequilll)re que nous aliens tHudier. 

Soit le potenliel de ce champ en eijuilihrc electrique. En 
lout point iiitt'i ieur a K, les com[>o^anles de Faltraclion 

^ nulles, pour (jue Feejuilihre ne soit 

pas jompu. iJe h* deux conse<|uences : 

I” l^e |>oteulieI, avanl se^ deri\ees nullc'^ dans Finlerieur 
do K, aura une \,deur conslante (] dans lout cet intericiir 
et au>s! sur la surface 11 dc K ; car e'e^t une fonclion con¬ 
tinue ; 

2'' En tout point (abc) interieur a K, on a done VI = o. 
Mais, d’apres le tfieorenu* de Foisson, 

VU ™— '|7:p(o,/>, €’)• 

iJonc p est nul. LVdectricite du conducteur s'esl done 
porlee tout entiere a sa surface, ou elle forme une couchc 11. 

La densite de cette couche en chaque j>oint s'ohticndrait 
ais^mentjsi Fon connaissait le [)otenliellJ du chamj). Celui* 
cf est la somnie de deux autres ; I’un provenant des 
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masses ex.t<5rieures au conducteur, Tautre a provenant de la 
couche Q* 

Soient n la normale exterieurc, v la normale iaU^rieure 
en un point de Q, jiio la densitd en ce point, Noijs aurons 
(235) 

du du , 

Mais, d’aulre part, U< elant developpable par la s<5rie de 
Taylor, on a 

dU, dU, 

“ o. 

on dv 

Ajouions, il vicnt 

dU dU 


on plus simplement 


<^u 

dn 




car U ^tanl constant le lonir dc la normale inlc'rieiire, — 
est mil. 


248. La d<5lcrminalion de rctat dY^quilibre qui se produil, 
lorsqu’on met en presence des corp^ electrises, dont quel- 
qiies-uns sonl conducleurs, est un probleuie difficile, surloul 
s’il y a pltisieurs conducteurs. S’il n’y en a qifiin seul, la so¬ 
lution se rainene, comine nous aliens le voir, a celle du pro- 
bleme de Dirichlet. 

Pour plus de gi^neralite, nous admettrons que le conduc¬ 
teur eslcreux, et que les masses eleclriques fixes, en presence 
desqiielles il est plac<5, sent siluees, partie dans la cavite 
de K, panic a rexterieur. 

Les denudes sont: I'Ma somme M* des masses ext<5rieures 
et le potentiel U| correspondant; somme des masses 
contemies dans la cavii^ etleur potentiel Ua*, 3'^ la charge q 
du conducteur. 

Les inconnues sont: la deiisite en cheque point dtfs 
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couches <^leclriques qui se formenl sur la face exterieure 
et sur la face mt^rJeure du conducteur; 2 “ Ics masses 
totales mi, m% de ces couches el les potentiels correspon- 
daiits «i, ; 3*^ la valeur conslante du polentiel tolal U dans 

le conducteur. 

Soienl p = {abc) un point quelconque interieur au con¬ 
ducteur ( fifi\ 2 O); 0 ) line surface fermee conlenue dans K et 

Kig -*0. 



enveloppanl Oo, niais laissanl />a son extericur; n la norinale 
cxt('*rieurc a t.); v la norinale interieure. 

Le polentiel I , elant harnionicjue cl regulier a Fin- 
lerieur de a laquclle p est exlerieur, on aura, d'apres la 
fonnule ( 26 ) du n'^ 186, 


i) - 

Cl / 1 ^ ^ I 1 -f“ //, ) 

^ w - - 


D’aulre part, etanl harnK>nic|ue et reguliere a 

Fexlerieur de to, region qui coulient p ct pour laquelle la 
norniale int<^rieure est la indme fornuile donnera 



U 2 *+” ^^ 2 ) 



r 


On 


I A 

r On 


( 4 - ti^) 




da 


zr 47 r[U,(#^^ /», c) -f- Utin, Ik c )]. 


^ietranchons TtJgalit^ prec^dente de celle-ci en remarquant 



SECONOE PARTIE. 


CRAPITRE IV. 


u 54 

que les d^tiv^cs par rapport a v sont (igales et conlraires aiix 
d^rivees par rapport a n, et que U, 4-4-U2 4“^^2= U, 
poleniiel total; il vieni 



r dn 


dfj rz: 4 :r[U 2 (<'z> hs c) - 4 - u^{a, c)]. 


Mais dans lout I'inlerleur du conducteur II est une con- 
stante C. Done I’inlc^grale ci-dessus se rednit a 



Le point p etant exterienr a oj, ceLle integrale esl nulle. 

La fonetion 112 4- U2 ^'st done nulle an point y>, lequel est 
un point quelconque de I'inlerieur du conducteur. Etant 
continue, elle s'anuulera aussi surQj etQ2- Etant hannonique 
et reguliere a rexlerieiir de et nulle sur eetle surface, elle 
sera encore nulle en ddliors de 11,, de sorle qu^on aura par- 
tout 

Wj — E 2% 


sauf dans la cavile. La iiy sera egal a —V2 etant la 
fonetion liarmonique et reguliere dans la ca\ite <|ui sur llj 
est egale a L,.. Elle dilFerera en general de U2> (['d n’esl pas 
reguliere. On la conuaitra si Ton sait resoudre le probleiue 
interieur de Dirichlet. 

La densite jjio de la eouche ll^ en un de ses points sera 
donnee par la formule 


d//2 

On 


Off 2 




ou, d’apres les \aleurs qui viennent d’etre troiivees pour ^2^ 

dUj OV2 

On Ov 


- 4 Trp-o. 


Pour oblenir sa masse m2 on remarquera que le flu»de 



POTENTIELS NEWTONIENS. 


255 


a travcrs w esL nul; mais il est egal ( 239 ) a 


Done 


— i 7 r(lV! 2 H~ mj). 
ms^r; — M.2. 


On remarquera que les masses inlerieiires a la cavll6 
influent seules sur la formation de la couclie S’il n’y eii a 
pas, cette couche n’existera pas; car U2 sera nul, Vo e^ale- 
inent; el [jlq le sera aussi. 


249 . Passons au calcul de la couclie exterieure Q,. 
La relation 

C iir U j H- //1 -f- U 2 -h 


<|iii a lieu dans le conducleur, se reduit a 

Dans la cavite, I , ^era la foiu tion h.irmonique et 

reguliere qui se reduit a sur IL* C’est la coiistante C. 

V I’exterieur de z/, sera la fonclion liannonique el 
reguliere dans cetle region qui, sur 11,, est f‘gale a C — U,. 
Solent WetV, les deux fonclions, harinoniques el legulieres 
a rexUu'ieur de 11, qui, sur 11,, soul respecli\emenl egales a i 
et a LI,. On les counailra si Ton sail resoudie le prohleme 
cxtt'rieur de Dirichlel; el Ton aura alors a rexlerieur de O, 


cw—V,. 


La densite jx de la couclie en un de ses points sera donnee 
par la formule 


difi 

On 


dv 




ou, d^apres 
de 11,, 


les 


( 


expressions ci-dessus de i(( aux deux c6tes 

. dW dV, dU, _ , ^ 

On On dv * 


Sa 


masse w, ser 


ra 1(1*’ Mais, d’autre part, la charge q 



a 56 sBcoNaE partib* — chapitre it, 

du conductewr ^tanl donn^e, on a 

m, -h mjrr: q. 


O’ailleurs est < 5 gal a — Mj: done 

M2. 


figalant ces deux expressions de mi, on aura r< 5 quation 



dv } 


dfj:=z^ l\T:{q H- Mj), 


qui delerminera la constanle C, achevant ainsi la solution du 
probl^me. 


250 . Magn^itisme. — Hypotheses, — Un sjsleme de deux 
molecules electriques de masses —m ct -h m situees en deux 



points A, B Ires voisins, et li^es invariablement constilue un 
element magnetique {Jig* 27). 

Les points A, B sont les poles de relement. 

La ligne orientee AB est son axe, 

Ln aimant est conslltue par une agglomeration d’elements 
magneliques, disposes de telle sorle que des ^l( 5 ments voisins 
aient sensiblement la in^me orientation. 

Cherchons k evaluer le potenliel d^un aimant par rapport 
4 uDp 6 le magnetique de massey silue en un point/? = («/>c) 
exterieur k Faimant. 

Soil AB I’un des ^l^ments magn^tiques que conlient Fai« 
mant (Jig* 28), Le p6le A, de masse — m, donnera le po* 

tenliel —le p 61 e B, de masse m, le potentiel -4- 
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Mais la longueur /^tanl tres petite, on aura sensiblement 


F.g. 28 



{si le point p n’esl pas trop rapproche) 

r'z=z r, / '— r=/cos/r, 

<le sorte que le polenliel sera sensiblement 

Till cos//* 

Soil mainlenant Jr un element de volume de raimanl. Son 
polenliel sera la somme 

mlcoslr 


etendue aux divers elements magneliques qu’il contient. 
Maih pour ces divers elements r a sensiblemcnl la m^me 
valeur el il en est de meme par liypothese de coslr. Si done 
nous posons 

lmlr=ldr, 

le polenliel de Jr aura pour valeur approximative 

I coslr , 

--r—Je, 


el celui de raimant K sera 

J J v^l 


' 1 co»l r 


Jr, 


J. - II. 
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Le vecteur I qui figure dans ceite expression se nomme 
Yintensity d^aimantation. On suppose que ses composanles 
P, Q, R varieni d’une nianiere continue quand on sc d(5place 
dans raiinanl. 

L’expression prect^denle du potenliel D peut ^Ire Irans- 
formee aiscmcnt. On a en cflet 


I cos 1 r_ P cosr.r -h Q cos /• y ~h H cos / z 






n 


/ * 


d - ()- d - 

a.r ^ ()} dz 


^ p 0 

Or r Or r 

11 ov on 

7[o7-~^o7'^7F 


0 11 
d3 r 


(J s'oLtiendra on intcg^raiit ( oUe expression. 

Mais cn >erlii du iheorenie d'Ostrogradsky (171), on a, il 
d^signant la surface de rainiaat, /i la nonnale exlericure, 


//.(( 

=fl 


() ! 


^ P Q 
Ox r O y / d 

P cos n X 4- Q cos ny 


vi)^' 


-cos/# 




* 1 cosl/# 


da. 


Done 


Urr 





Or 



dv 


est la difference d’un potenliel de simple couche el d’un 
potentiel de volume. 


251. Ges potentiels existent, comme on Fa vu, dans lout 
Pespace et pourraient servir a d6fmir la function 1) dansl’in- 
terieur de Paimant. Mais dans ceite r<5gion elle ne pourra 
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servir au calcul de I’action de raimant siir le point y>, car les 
approximaiions que nousavons failes cessent d’etre legitimes 
pour des (^Ifhnents magnetiques Irop voisins de p. 

On serait tent^ d’evaluer cette action pour un point p 
int^rieur a raimant K en excluant de celiii-ci ime region 
infmiment petite calculant Taction de K— k et passant a 
la limite. Mai's on n’arriverail ainsi k rien de determine. 

Cherchons, par exeinple, la coinposante parallele a O;; de 
I’attraction exercee sury; par Taimant K — A ; to designantla 
surface qui limite /r, cette coinposante sera 



Le premier terme est une coiislanle; le dernier a une 

limite delerminee / / / ^ mais la limite du second terme 
J J ,/k 

depend de la forme de A. L’exemple sui\ant suflit a le 
monlrer. 

Supposons le v(‘Cleur I egal a i et dirige paicdlelement 
a O:; et le point p place a Torigine des coordonnees. 


r.’inlegrale a considerer (le\ient 


/./■ 




Prenons pour k un cjlindre circulaire droit parallele a 0-3, 
de rayon R, de hauteur ayant son centre a Torigine. Sur 
sa paroi laterale on a cos/?-c = o; sur la base inferieure 
cosAi:; = I, z= — h\ sur la base supeuieure cos//3 = — i, 
z = h. Ij’inti^grale chercbee sera done 


•>, 


h 



le champ d’integration clant reduit a Tune des bases. 

Prenons des coordonnees semLpolaires, Cette integrale 
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SECOm>fi PARtlK, — CMAriTRl; IT. 



Celle quantity varie <6videmment avec le rapport des infi- 
mment petits R, h. 

2o2. Solenoides. — On donne ce nom k uri aimant fill- 
forme ou le vecteur 1 esl coiislammcnl dirige suivant la lan- 
gente au fil. L’element de volume di' sera evidemmenl ^‘ga! 
a tdSy ds elant T^l^menl de longueur du fil el £ la section 
correspondante. 

Le potentiel sera done donne par Tint^grale simple 
^ ds) ^ l^ledr 

Le sol^noide est dit homogene si le est constant. Dans ce 
cas Fint^gralion peut se faire cl donne 



r<,, r| elant Ics ^aleu^s de /• aux deux extr^miles du sol^- 
noi'de. 

Si celui-ci est ferm^, = /’o cl Ic potentiel est nul. 

Done un solenoide hornogene ferme est sans action stir 
an pdle magnitiqae. 

2S3* Feuillet magn^tique. — C’est un aimant-surface, 
compris entre deux surfaces paralleles tr^s voisines Q el O', 
et oil le vecteur I est dirige suivant la normale n commune 
deux surfaces. 

^ Si e est T^paisseur de raimant et c/cr IMl^ment de U, r«Sl6- 
de volume sera zd^ et U sera im potentiel de double 



couche 
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Le feuillet sera homog^ne si Is est une constante. 

Si Ic feuillet homog^;ne est ferm^, l^lnt^grale J* 

a une valeur constante [egale a o on a 4?^ suivant que le point 
{((he) est exterieur on interieur a 11] (158). Scs derivees X, 
Y, Z seront nulies. 

Done un feuillet mugnetique homogene ferme n'exerce 
aucune action. 


25i, Si le feuillet homogene n’esl pas ferine, mais bord^ 
par un contour G, les composanles X, Y, Z de rattraction 
pourront s’exprimer par des int<%rales cur\ilignes prises 
sur C. 

On a en efl'et 



r. d- 

=:l£ / 

( -^do 

J . 

Iq 


(y- 

--z-ls f 

1 \ —cos//./'-}- 

J J 


()V 


da 






f 

-r— COS n z 
az 







Ojc da 




d‘- 

r 

dy da 


\ny 


r 

dz da 


cosnz 1 


Mais les derivees de ~ par rapport a a sont egales et con- 
iraires a ses deriv<5es par rapport k x; done 







cos n X 4” 


dy dz dr 


cos nz /da‘. 


On pourra appliquer la formula de Stokes si I’on petit 



SECONDB PARTIE, 


CHAPITRE IV* 


determiner trois fonctions P, Q, R telles qu’on ait 

ri I* I 

/• ^ 

dy dz ’ Oz dx dy dx^ dx dy 

Or on satisfait a ces relations en posant 

p-o, Q = V-> R=--^, 

Oz or 

car par celte subslitution la premiere relation se reduit a 
I'ldentile = u el les deux autrcs deviennent identiques. 
On aura des lors 

\ trr — I £ / P dx -h Q dy 4 “ H dz 



!. i^{z--c)dy~{y — b)dz 

Une permulalion circulaire donnera les valours de V, Z. 

255. Si le contour ferine G e>t parcouru [>ar uii couranl 
eleclrique d’iiilensile/, un element MM'= ds de ce courant, 
joignanl les points {xyz)^ (xy- dy^ eprouve 

de la part du p(Me magnelique silue au point p = {abc)^ une 
action appliquee au point (xyz) et dont les composanfes 
Tj, seront, en vertu de la loi d’Ampere, 

s = ——(- — <?) ^ —...I 

k d^signant une constante. 

Les forces eldmentaires ainsi appliqu^es aux divers (il<^~ 
ments deC auront une r^sullante unique passant par/?. Pour 
IVlablir, ilsuffit de montrerque la soinme de leurs moments 


r 

dz dx 
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par rapport a des parallMes aux axes ment^es par p est 
nulle. 

Considt^rons par excmple la paralltdea Ox, Le moment de 
la force ^l(5mentaire par rapport a cclte droite sera 

(j —- 

soil 


p ! (/ — ^) —n)dv — (7 — h) dx j 

— (= —c )[(3 —c)<-/.r —(r — 

If 

— j [x — a) [ r dr — {r — a) dx | — | . (.r — < 7 )^] dx [ 


La somme des moments ^era dorn* 

<*l sera nulle, le ('onloiir Cl etanl ferine. 

La r<'*siiltanle des forces elemeiil«iires aura pour compo- 

^.lnte‘^ 

/*( y — h) dz — — r) dr 

-> •••• 

l\(Hdproqiu*meril, les reae^ion^ de» elements de couraut 
sur le pole ma^nitUique auronl one rc'sullaiite directement 
o[)posee a cellc-la. 

l^a eomparaison de ce resiillal a\ec eelni dii niimero pre- 
cedent donne ce tlieoreme : 

fj action ddin fcuillct niaf^nrliiiue homo gene sur un 
pule magnetique est la mcme quecelle d’un courant iHec- 
trique parcourant le contour da feuiUct. 

I^e sens de ce courant esl celui qu’indiqiie la formule de 
Stokes; son intensity i esl donnee par la relation 

klziz: Is. 
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CIIAPITRE V. 

SERIES DE FOURIER. 


I. — Int^grales de Fourier. 

256. TnifeoiiiME. — Soil ^(or) une fonction de .r, qui 
admette^ dans un intenalle donne AB (B>A), une 
intigrale finie et determinee, 

Soit^ d^autre part^ /(‘^)? fonction horn^e el non 
croissante {ou non decroissante) dans le mime inter- 
valle, 

L^iniegrale de /(jr)o(x), dans VintervaHe AB, seta 
finie et determinee^ et Von aura 

j -B pi 

f /(^) 9 (^) d.r~~ /(A-+-0) f 9 (t) dx -f- /(B — o) / 9 (.r) dx, 
K Jf 

i designant une quantile comprise dans Vintervalle AB. 

Cette proposition, due a Ossian Bonnet^ est ronnue sous 
le non) de second th^oreme de la mo) enne. 

Four I’etablir, supposons d’abord A et B finis, el 9 (^ 0 ) 
int^grable dans lout le cbamp;/(or) ^(x), cHant le produit 
de deux fonctions int^grables, sera intt^grable. 

Pour obtenir I’integrale, nous d^coinposerons le champ 
par des points de division a?, = A, 0 ^ 2 , = B cn ele¬ 

ments infiniment pelits Aa ?*,\ dans rinli^rieur de cha- 
cun d’eux, tel que Aa?<, nous prendrons arbitrairemenl un 
point 5/ et nous chercberons la limite de la somme 


2/(1/)? (5/) Ax,. 
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Or soient M/, mi et 0/= M|— nu le maicimum, le mini- 
mum et roseillaiion de f(^) dans T^l^ment Ajc^; le facleur 
sera compris entre M/A:r, el miAxi; il en est de 
mfime pour I’int^grale 


on aura done 



dx; 


(p(x) dx 


|r,| 4lant au plus ^gal a 0<A:r,; el, par suite, 

2/(^.)9(|/) Aj',= i/(f,) r 0 {x)dx + lrJ{E,(). 

La premiere somine du second membre peut ^videmmenl 
se ineltre sous la forme 



n 

c^{x)dx 

2 


L/(5,)-/(;,-.)! 



(^{x) dx^ 


Or les facleurs/(5f) — /($/ i) sonl lous de m^ine signe el 
ont pour somnje/(S„) —/(5,). 

La somme dcs terrnes ou ils figurent sera done de la 
forme 


p <^*tanl line quantile comprise enlre le plus grand el le plus 
petit des facleurs 


L 


(^{x) dx 


et, a fortiori^ enlre le maximum et le minimum des valeurs 
que prend Texpression 



c/wT, 


lorsque 5 varie de A a B. 
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Nous aurons done 




Faisons mainlenanl ddcroitre iiidefiniment les intervalles 
Axj, Le premier membre tendra vers Tintegrale 

h 



5, tendra vers A, vers B, el par suite f{\\) vers/(A -j- o), 
/(S«) versy(B — o). Enfin tendra vers zero; car 

son module est an plus egal a LSOiAj;/, L designant le 
maximum de \f{x) \ dans rinlervalle AB; or, o{x) etanl 
integrable, SO^ lend vers zero. Done a tendra aussi \ers 
une limite d(5tenninee jjlq, qul sera comprise, cllc aussi, entre 
le maximum et le minimum de Tinlegrale 

n 

o{x)dx. 



Mais cette iiilegrale, etant une fonclion continue de 
prend toutes les valeurs comprises entre son maximum el 
son minimum. On pent done assigner a \ une valeur telle 
qu’elle soil ('^gale a jjlo- Donnant a 5 cette valeur, on aura 
Bequalion limite 




f{x)<^{a:)dx — f{\ + 




9 (.r)rfr 


— <») —/(A -H-o)]y" 9(.r)rf.r 
-/(A-f-o) j <^{x)dx-^f{h—o) j Ci>(x)dx, 


257. Passons au cas oii le champ AB, etanl encore fini, 
contient des points singuliers c, c\ ... aux environs desquels 
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o(ar) cesse d’etre int(5grable. D^composons encore le champ 
en ^l^menls infmiment petits Ax,i. 

D(5signons en general par Axi ceux de ces (Jlc^menls qiii iie 
contiennent pas de point singulier, par Ax^ les autres. Dans 
chacun des ^l^ments A^,, on pent inl^‘grer la fonction 
/(.r) ^(x)f et si la somme 

yf /(.i)o(.r)d.r 

tend vers une limile fixe, ainsl que nous aliens le prom er, ce 
sera la definition de rinlc^grale 

K 

f{x)r^(.r)dx. 



Lo champ d’inlegralion D, forme par la somme des ele¬ 
ments A^*,, se compose evidemmenl d’une somme d'inler- 
vallcs ••• d’nn seal tenant, scparcs les nns dcs 

autres par des points singuliers. V une autre decomposition 
de AB en elements infiniment petits correspond im champ 
analogue D'el nous devoiis moiitrer que la diflerence 


Jyy 



y (./ ) dx 


est infiniment petite. Or soit 

D''_ 


le champ forme par la reunion de D et de D'. II suffira de 
prouver que la difference 

-fr 

est infiniment petite; car la m^me demonstration dlant appli¬ 
cable k f — / J / — / sera la difference de deux infini- 
ment petits. 
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258* Le domaine d se compose d’uoe suite de domaines 
partiels rf* respectivcmeni contenus dans ies ^l<5ments Ax#; 
chacun de ces demiers, lei que rf*, est lui-mfime forint par 
une s^rie de domaines d\in seal tenant, .. *, 

s^par^s les uns des autres par des points singuUers. AppU- 
quant a chacun d^eux le second th^oreme de la moyenne, il 
viendra 


/ 


f{x)<^{x) dx 

(^{x)dx+f{Pu-~o) I o(x)</a-l. 

Soil L le maximum de l/(x)j dans l’inter\alle AB* Le mo¬ 
dule de la sorame ci-dessiis ne pourra surpasser 

Or chacune des deux parties de cette derniere somme est 
infiniment petite. 

En effel, Fint^grale 


/ 


Cp ( wT ) dx 


etant d^termin^e, par hypoth^se, rint(5gralc 

% 

(p (vT) dx 


^ Il 


ne subira plus que des accroissemenls infiniment petits si I’oii 
subdivise les <Sl^menls Ax# par de nouveaux points de division 
choisis d’une mani^re quelconque. 

Introduisons tout d’abord comme nouveaux points.de divi¬ 
sion ies points extremes a#i et ^km de chacun des domaines 
dh* Le champ d’int^gration D pourra se trouver accru de 
qnetqnes 4l4m;ents; appelons D, ce qu'il devient par cette 
adjonetion. 
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Soient mainlenant ceux des intervalles a? pour les- 

<]uels Tint^grale 

9 (.r) dx 



6Sl positive; ^-hnskn ceux pour lesqucls elle e$t nt^galive. Si 
nous ajoutons tous les points et aux points de division 
pr^c^dents, le champ d’int^gration D* se trouvera accru des 
elements et Tint^gralc correspondante se trouvera 

accrue de 



f(x) dx. 


Ajoutons encore les nouveaux points de division %hn et \hn\ 
nous obtiendrons un accroissement n^gatif, 


V 

/ . 



f{x) dx. 


4 


Ces deux accroisseiiients sont infinimenl petits, par hypo- 
tht\se. II cn sera de memo de leur difference, laquelleesl^vi- 
demmenl <^galc a la somme 

_2]j f > 

I 

etendue a tous les elements a^, 

En introduisant comme nouveaux points de division d’abord 
ceux des points j3 et q |)Our lesquels Finlegrale 

(f>(x) dx 



esl positive, puis ceux pour lesquels elle est negative, on 
trouvera de m^me que 


y / 9(X)£/J7 


esl ittfiniment petit. 
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259, Ayant etabli, par ce qui pr^c^de, que Pinl^grale 



K 

/(^) 9 (^) d.r -rr lim 



/(^)9(x) 


dx 


esl ddterinin^e, il est aise d’achever la demonstration dii 
theorem e. 

iVppliquant, en efi'et, a chacunc des integrales partiellesle 
second theoreme de la moj enne, la somme du second membre 
pourra se mettre sous la forme 

(0 2 o(x)dxj^ o{r)dv 

Cette somme n’est etendue qii’aux elements mais on 
peut y ajouter, sans alterer sa limile, des lermes analogues 
correspotidant aux elements Ax^^; car la somme dos modules 
de ces termes ne pourra surpasser 

.^4 j I 

9(,r)^/x 4“ / 9(.r)r/x 

I \*hk 




expression dont les deux termes ont zero pour limite. 

La somme (i) ctant mainlenant etendue a tous les elements 
Ax, rempla^ons chacune de> integrales qui y figment par la 
difl'erence de deux integrales ayant B pour limite supch'ieure; 
elle prendra la forme sui\ante 


/{\-ho)J' —<>)—/(X,H- 0 ) 1 ^” 

Jb 


— +[y(B o) ^ (A +-o)]ft, 


}4 ^tant interm^dialre enlre le maiiinum et le minimum de 



rinl^grale 
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el la d^monslratioii s’ach6vera comme au 256. 

260. Supposons enfin le cliainp infini, du colti des x po- 
sitifs, par exempie. L’inlc'‘grale 


{ f{x:)^{x)dx—\:\m f /( 
. \\ H = « Jx 


x)q{x) dx 

sera delerminc^e; en ed'el, si Ton j change B eii C, son ac- 
croisseinenl pourra elre inis .sous la forme 

/ /(■•'■)?(•*■) /('■^-t-<•') f <j{.r)d.f 

du du 

'Y{jr)djr. 

' $ 

11 esl inrniiinenl petit; car les deux iiilegrales 1(‘ soiit, el 
/(B 4 - o) el /(C — o) ont un module au jdus egal a L. 

On aura d’ailleurs, enappliquant le second theort*mc dc la 
mojenne a Fintegrale prise de A a B, 

f /(A-+-o)f ^(x)dx 

di dx 

.,11 

- 4 -/(B — 0) / o{x)dr. 

C 'p 

On peut ajouler au second meinbre Ic terme 

[/(^)'-/(0 —o)] / o{x)dx, 
du 


dont la limite pour B = c3o esl nulle. Cela pose, le second 
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tnembre de I’^qualion pourra sMcrire 


/{A.-^o)J' 9{dr)rfa:-)-[/(B —o) —/(A-f-o)]jf <f{x)dw 

La somme des deux deraiers lermes est le produit de 
/(co) —/(A-i-o) par une quaadtiS p, interm<§diaire entre 

les deux ml<5grales / et / . Mais, I’inl^grale / ^lant une 

Jr 

fonction continue de sa limile inferieure^ on pourra trouver 
une quantity ri intermediaire entre 5 et B, telle qu’on ait 

ixzrz r (^{,T)djr, 

el, par suite, 

f /(j?) 9 (a?)rfx=/(A-+• o) r ^{x)dx 

*+-[/(‘»}“~/(A4-o)] f (^(x)dx 
dn 

rr/(A-f~o)jf (p(x) dx ^/(oo) j 

*/a d ^ 


26L Les th^oremes que nous etablirons dans la suite de 
ce Chapilre sur les fonctions a variation bornee/sont d^ine 
nature telle que, s’ils sent vrais pour deux fonctions/a, 
ils le seront ^videmment encore pour leur dilf<5rence. Nous 
pouvons done, tout en les <5nongant dans leur gt^neralit^, 
admettre dans les demonstrations que la fonction varie ton- 
jours dans le m^me sens, de maniferc qii’on puisse lui appli- 
quer le th^or^me precedent. 


9^2* TutoREME. Soil /(a) une fonction d variation 
bornee entre A B. 

Soii^ (Tautt'e part^ o(a, n) une fonction de a et du pa^ 
ramilre n^jouissant des deux proprieth suimntes : 

k 
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1 *’ Vintegrate f <p(a, n)d%^ ou h est an nomhre quel- 

conqite compris dans l*intervalle AB, a son module infe- 
rieur a une quantile fixe L, indepcndante de b et de n ; 

2 * Si n tend i^ers 00 , cette meme integrate tend unifor- 
mement vers une limite fire pour les diverses valeurs 
de b comprises dans iin intercallc quelconque contenu 
dans AB, mais dont te point A soil exclu. 

Pour CCS memes valeurs de b Vinte<irale 

I y‘( a) o ( y, /i) dot. 

tendra uni fat mement vri v (iy ( V db o) ( A" signe decant 
{itre adopte si B > A, et le \tgne — \i B < \ 


I-iCs (len\ <‘as se Iraiteiil <‘\aclrnienl de mrine. I>a seule 
diireienee qu» exi-^te erilre eux cs\ (|ih*, A - 4 -/ designanl uii 
n()ml)re ( onipris enlre \ et B, 011 a 


/ r 0 


/ 


") A ^ 


0)s 

O), 


"I 


■‘1 


Noils pourroiis done' nous bonier an e.is 011 
Bosons 


B> 

B < V, 

B> 


f{oc) _-/( A ho) 4 - 'l(a). 


La nouvelle fonelioii »i(a) \ariera toiijours dans le nieme 
sens, et Ton aura 

•\,{\ ^u)z=:o. 

Cada pose, 011 a 



Of.) Q dx 


/(A H-o 


) I dx ~h I 




9 dx. 


Si n tend vers x, le premier terme lend unilbrmeinent vers 
G/(Ah-o). ll suffit done de monlrer epic le second tend 
nnilbrnuhnent vers ztd'o. 

Soil A nn uombre arbilraire com|)ris enlre A et B; on 

18 


J. II. 
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pourra decomposer Tinl^grale en deux auires 


j =/ * 


Appliquons a chacune d’elles le theoreme de la mo^eime; 
il Niendra, pour la valeur de Tiule^rale ch^rcdiee, 

.v.) 

-4-0)1 Q^/a4-4^(A-4 -A~o) / odx 

]x. ..A 

-4- 4' (A -4- A H- o) I o dx ^[h — o) I 9 dx^ 

f A ‘ *^51 

5 etant compris eulre \ ot A -f- a el entre V -f- A et />. 

Le premier terme est mil, el ( liacuii de!> trois aiilrcs teudra 
imiforim^ment vers zero, bi Ton chois^il d abord ). suflisam- 
menl petit, puis n sufiisammeni j^raud. 

En clFel, lorsque A lend \ers zero, 4(‘A-7 -a — o) et 
4 (A-hX4-o) tendenl \ei> zero, el inle^rales qui le!> 
inultiplient restent linies; car rinti'^rale 

A 4 / 

V 



par exemple, est la dillereuce dc deuA inte^rales 




doiit cbaciine a son module < 1^, par hvpotliese. 
D’aulre part, el riniej^rale 


J f dx.'zi. I dx — j 9 dx 

»» -A d\ 


tend uniformemenl \ers zero, quels que puissenl elrc bcx\x>> 
lorsque, apres avoir assign^ a A une valeur dtHerminee, on fait 
croitre n iiidefinimeut; cartel etant compris dans I'inler- 
valle de A-j-). a B, les deux integrales du second inembre • 
tendent iinifoninSment vers la mclme limite G. 
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263. Remar]ue, — Si la fonction/(a) depend d’un para- 

r 

m^tre a?, la convergence de I’lnl^grale / /(a)orfa vers sa 

limite sera ^videminent uniforine par rapport a ce parametre, 
si/(A-h)v) converge uniformemeul vers sa limite/(A±:o), 
lorsque }s tend Nei^s zero. 

Toutefois, si /, au lien de varier toujours dans le m^me 
sens, comme nous I'avons adiuis, etait la dilFercnce de deux 
fonctioiis non decroissantes J\ (*l /’j, il fatidrait, pour la 
dt^rnoiistralion de ce dernier point, (|ne chacune de cesdeux 
fonctions, prise isoleinent, convergeat uniforinement vers sa 
limite. 


264. CoROLi AIRE. — On aura fdus ha lenient^ en 
designanl par .r unc quanttiv roniprisr rntre A -h /> — B 
ct 

lirn f /(j3) 9 (-h V — X. n)dpz=z Gf{x ± o), 

pouvK^u (jue l(( fonction /{ ail une variation hornee 
enlre x et b. 


En eliel, posons 

j3 4 - A — X ni tx. 


Cell(‘ integrale deviendra 

J ^/> -t-A — » 

f f (xX — \) o(Xy n) dot, 

A 

Or b “f- A — X est conipris entre A el B, d’apres les hypo¬ 
theses j)recedenles; on aiiia done, pour la limite de cette 
inlt^'grale, 

G/( A -4 a? —• A ±: o) ” G/(.c ±: o). 

D’ailleurs, rinltl»grale convergera uniform^ment vers sa limite 
lorsque x varie, poiirvu qu’il resle en dega de b cl que, dans 
les limites ou il se meut, y*(^) reste continue (2(>3). 
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2^. Applications, — On satisfera anx conditions du 
ih^orfeme pr^cc^dent, en siipposant A r=: o, B quelconque, 
/ X sin n X 

En effet, supposoiis d’abord B posilif. Soient 0 un noinbre 
quelconque compris enlre «» et B, mn le plus yrandmultiple 
de n conteuu dans bn ; on aura, en posant //a = j3, 


/ 


Sill not 


doL 


I I -h. .+■/ 

*■ 0 ^ \ *-^0 *■ A Ti m .1 


in (3 




Ces integrales parlielles succcssives out des signes aller- 
nalifs; en effet, le facleur sinfi change de signe en passant 
d’une int^grale a la suivanle. De plus, elles \onl en decrois¬ 
sant en valeur numerique; car, si Ton compare enlre eux les 
elements qui correspondent a ta inline valeur ahsolue de 

sinp, I’autre facteur ~ decroU d’une intt^grale a la sui\ante. 
A fortiori^ la derniere integrale / , qui ne conlienl qn’une 

* ' lU T, 

^\ni + \\Ti 

portion des ele^menls de Tinlt^grale / , sera moindre 

• ttt TZ 

en valeur ahsolue que celle qui la precede. 

/» 

L’int^grale / aura done le signe de sou premier lerme 


f 


t/o 


et un module moindre. 


Mais on a 


f <ip < C d^<T:-, 


done 


/ Itn 


sinj3 

T~ 


d^ < 71. 


D’autre part, si b se meut dans un intervalle compris entre 
zero et mais d’oii le point z^ro soil exclu, il ne pourra 
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s’abaisser au-dessousd’un uombre positif fixeX. Lesdiverses 


r 


bn 


integrales j correspondant aux divcrses valeiirs 


de />, auront done leur limite superieure an moins ^gale 
k Xai, nombre qui tend vers oo aveo n] elles leridront done 
vers une limite rommune 


(jr 



sin ^ 

~T 


dp, 


si eelle inl^grale est deleriniiK^e. Nous avons vu (102) qu’il 
en est ainsi et qu^on a 



Nous avons su[)pose B et^ par suite, b posilifs; s’ils sent 
n^gatifs. on n aura qu’a changer en — ^ pour retoinber sur 
rintegrale |)reethlenle, changee de signe. Les conditions dii 
theoreme subsisteronl encore: inais tui aiira 




260. Th6oiu:\ie. — Soient a, b deux quantiles fixes 
quelconques et x une quantile t^ariable. telles que i*o/i 
ait ac^xdb; soil enjin /{x) une fonction d x^ariation 
bornee dans rinterealle ab ; on aura 

lim f ^ dp — ^I.A ^- + 0 ) —o)]. 


En effel, rintegrale consideree est la difference des deux 
suivanles : 



el 



qui convergent respectiveinenl \ers 

~/(j?-f-o) el —f (264). 
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Taut qwe /(^) restera continue^ cette expression se r^- 
duira a *r:f(x). Chacune des deux integrales partielles, et 
par suite I’int^grale totale, convergera d’ailleurs vers sa liinite 
d’une inaniere uniforme (264). 


267. La formule prdccdenle resle applicable si I’intcrvalle 
ab sMlend de — ao a 4- Qo. On aura, dans ce cas, pour loute 
valeur de 


\U(-^ H- o) — o )] — I 


4 f fi?>) 


sin /i((3 — .r) 
[3 — X 


ctp. 


Mais on a 


sin//(j3 —.r) r” „ 

-p-£—-=1 cosp((3 —-r) (-/fi. 

L’inl^grale pr^c^denle deviendra done 

f f /(P)co^p((3 — .r)<'/p. 

« Jo ^ 

= iiin / <'/;3 r /(^)cosp(;3 -.r)rfp 




= lim I djjL f /(3)cospi((3 — x) 

rt =r - • c/q 

0 =s ¥: 

y'.SO 

= I f 

•^0 ' — ao 

— lifu f afj. f /({3) cos/ji(|3 — .-r) <n((3 

— lim f c/^i f /(P) C08fx(j3 —.r) r/p. 

63 = 0 © Jf. Jf 


Si rint(5grale 




esi fime et d^terminee, les deux termes cOmpl^mentaires 
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tendenl vers zt'^ro; car leurs modules soul au plus egaux 

*,■() ao «ats 

et 

r\frfi)\rl?.-=rn r|/(P)|r/^, 

‘^0 *'h 

et pour <7 = — X, A = X, les inlcgrales du second niembre 
lendent vers zero. 

On aura done 

7 [/(.r 4 -o) H~/(.r- o)J rr- lini / I /(^)cos|jl( 3 —-.r)^j 3 

r oc ^»ac 

Celle formule esl due a For/r/er. 

26 H. On pent encore satisfaire aux conditions d(‘ I'enonce 
du 11“ en posant A = 1, 11 = — i, o(oiy n) = -h , 
designant la deri\ce d<* riulc\grale deflnie 

.•31 

i / (aI (MIS'l)" rf]/, 

' * « 0 

el Ton auia, dans ce cas, G = — 

On a, en elfel, <rapres celle dclinilifui, 



= \,j( ^0 1 { - ^» ( 0 - ( 1 ) 

= —2 -h ~ / (b-\-\/b ‘—j cos d;)'* ( 1 4- b 4- r c(»s i|/) 

71 ' 

Pour les valeurs do b comprises enlre — 1 et 4 -1, cette 
derni^re int^grale aura pour limile superieiirc de son mo- 
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dale 

I /** - - 

- j ^ „ I 

3:3 — j [1 — (j — 6’) siu*ij;]*( I-h C0S*i|»- 4 -^ 

^ a/o 

< f [i-(I_fr^)sin>d/l*v/2'/'l>• 

Celle expression est evideminenl lufcrieure, pour touie 
valeur positi\e de a la quantile finie 


f y/nici^ “z y/7( i *t-/> ) 


En outre, elle tend unifonntoienl \ers zero, lorsqiie n 
tend vers 00 , pour toutes les valeurs de b comprises enlre 
I — X et — 1 , quelque petite que soit la conslanie X. 

En effel, nous aliens delernuner pour n une Naleur inde- 
pendante de el 4 partir de laquelle cetle expression soit 
toujours inferieure a une quantite quelconque e. 

Si J* oelle condition sera salisfaite, quel que 

soil /2. Si I -f- 6 ^ T I — b tHani d'adleuts ^X, et i -f* />< 2 , 

I'expression ci-dessus sera plus petite que la suivante : 


n 



D^composons le champ d’int^gration en irois parties, 
s’l^tendani respect!vement de o a y, de y a t: — y jet de tt — y 
i It, y d^signant une quantite arbitraire. N^gligeons sin-^^l^ 
dans la premiere et la troisieme int^rale et rernpla^ons-le 
dans la seconde par sa valeur minimum sin®y, H viendra, 
pour Hmite sup^rieure du module cherch^, 
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2S% 

En disposant convenablement de y, nous pourrons rendre 
le premier terme inf^rieur a puis, en prenant n assez 

grand, rendre le second tcnne cgalement <C 

On aura done, cn designant par/(a) une fonction a varia¬ 
tion born^e enlre — i et 4-1, 

lim f /(a) (X,, 4 - X;,^, )c/a —— 2/(1 — o). 

265K L’int^grale X,/, que nous xenons de consid^rer, se 
rcdint, si n esl entier, a iin polynornc entier en a; car, en de- 
veloppantle binome — i cos*})", on voit que les puis¬ 

sances iinpaircs du radical nc figureroni que dans les lerines 
de degre impair en cosi. Mais Tintegrale de chacun de ces 
terines esl nulle, Kn ellel, a deux xaleurs snpplementaires de 

r'^ 

Tangle A correspondent dans I’iniegrale / cos-^+‘ des 

• U 

elements egaux el contraires qui se detruisent. 

Nous verrons plus loin que les polynomes auxqueK nous 
arrivons ici ne sont autre cbose que les polynomes de 
Legendre. 


II. — Series irigonom^triques. 

270. Soil f{x) une fonction arbiiraire de x. Cherclions a 
la repr^senter, pour les valeurs de x comprises entie —tz 
et par un dt^veloppement de la forme suivante : 

\ /(^r) = AjCos.r4-A2COn2^-4-... 4 -A„ cosnx 4 -... 

4 - Bj sind? 4 - Ba sin 2 . ,4- B„ sinn jt 4 - .. ., 

Le second inembre de cetle ^galil^ adniettanl (^videmment la 
p^riode au, le d4veloppemenl, suppose exact dans Tintervalle 
de —Tc a 4 -tc, siibsistera pour ioule valeur de ^r, f{x) 
admel ^galement la p^riode 2'7c; dans le cas contraire, il ces- 
sera de repr^senter/(.r) en dehors de cet intervalle. 
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La forme du d^veloppement ^tant assignee a priori^ le 
probl^me se reduit a determiner les valeurs numeriques des 
coefficients A et B. 

Ce calcul repose sur les formules suivantes : 


I 


r 


cos na^djT =: 


sin/ix\'^ 


o, 


C , J ( —coswjtX’^ 

I SJn/i J’r/.r =: - rr: o 

J-.,: \ /-rr 

r cos^nxdx- f ~ 


[ -h cos2//.r 


dr :=:^ I - 


I 


r . , , /■'* I — cos2/^j' , /x 

sin^nxdxzrzf - dx'zz -;- 

K . J-Ti 2 \2 4 « !..r. 


sin2/«^' 

•K 

\ —TT 

l\n 

) — TT. 

— TC 

"in 2 n.r ^ 


k w / 



\i 


I I 

sin n X cos nxdx zz I - "in 2 nx dx zz 0 , 

IT • - 7t ^ 

cosn^ dx: 


c 

j cos m X ( 

*/-jt 

£“ 




CO" (m — Ai) X -H cos (w) *2" 


2 


f. 


sinm.r sin/i.r dx 

- TT -TZ 

Sin A/AvT COS 


cos (m — n)x — cos (ni /*) x' 


dx: 


dx: 


J smmx cos n x dx zz J 


sin(wi *-h /?) -r 4* sin (m — n)x 


dx: 


Pour determiner Ao, integrons Tequalion ( 1 ) de —T:a 4-::; 
chacun des termes du second mcinbre, saiif le premier, don- 
nera une integrale nulle, en verlii des relations precedenles, 
el Ton aura simplement 


d’ou 


t\x)dxzz: I Ao^/.r rz 27r Ao, 




Pour determiner A/i, multiplions I’^qualion (i) par cosn^r 
integrons de t: a +7^?; il vlendra, en vertu des rela- 
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lions ( 2 ), 
d’oii 


I /(‘^p) cos/icfx = 7r 

kn^ J' f{^) cosnx (ijT ~ i jf f(^)co%n^di^. 


On trouvera de in^me, en multipliant Tequalion ( 1 ) par 
sinner et integrant de — 7 : a -f- 


d’ou 


I /(x) sm/IX dx 

1 . I . 

/ f{x)h\u/ixdx"- I /(^) sil)/I ^ d^. 


Subslitiianl dans reqiialion (i) ces valeurs des coefficients, 
il vieiidra 

^ «=» 

(3) /{x)=^J /{p)d^-h'^cosnx^j /(^) cos «(3 </j3 

/!= 1 ” ^ 

/ /(p) sin/ip ('/{S 

on, mulli[)liant par z et reiinissant loutes le» integrales 
ea line seule, 


r * 

4) 7r/(x)= / /((3)^/|3 i—‘^) • 

d-K L , 


271, Lc proc($de dont nous nous sommes servi, d’apres 
Fourier^ pour etablir cette formule, donne lieu a de graves 
critiques : 

Nous avons int^gre le second inenibre de T^quation (i) 
en faisanl la somme des integrales de ses ternies, ce qui nVst 
legitime que s’il est uniform^^ment convergent. Nous n’avons 
done pas prouvd que, en dehors du syst^rne de valeurs que 



rAKTIB. — CHAPltR^ T, 


1I$4 

nous avons d^termin^ pour les coefficienls A et B, il ne puisse 
en exister d^autros donnant ^gpalement une representation de 
la foiiction/(x). Nous pouvons seulemenl affirmer que, s’ll 
en exisie, le developpement qu’ils fournissent ne pent ^tre 
uniformement convergent. 

2® Nous avons trouve la forme que doivent avoir les coef-^ 
ficients du developpement de /(^), en supposaiit que ce 
d^veloppement soit possible; niais rien ne juslifie a priori 
rette hypolhese : IVxactitude de la fomiule (3) n’est done 
aucunement elablie. 

Cette objection capilale ne peut e\idcmment ^tre lev^e 
qu’en calculant directenieni la valenr du second inembre de 
la formule, pour verifier si elle est egale ^ t:/(. r). 


272. A cet eflVt, nous reinarqiierons qiie la serie, arr^tee 
aux lennes en sin/?jr el cospx^ aura pour valeiir 

s,,=y . 


Mais la somnie entre parentheses est egaJe a 


_1_ Lin 

-- L 


(3 — r 


I , 3 — 

2 Sin - -cos 


«(i3— 


2 Sin 


I I . |3 — 

Ei/*'" 2 


-2[ 


. 2 n — 1 , ^ ,11 


sin (j3 — jr) 

2 sm ^ - 

2 
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On aura done 


: /'/(IS) 


-(S — x) 

2 

. (3 X 

2 Mii - - 




el la soiiune de la serie cherchee sera la limite de lorsque 
p tend vers 00 . 

Cette limite esl aisee a irouver lorsque /(x) n’a qu’une 
variation born^e enlre —tt el -f* tt. E»j effet, supposons 
d’abord X >-•—Tw, inais <^ 7 :. Faisant, pour abreger, 


2p 




H ■ 


:F(r 3 ), 




■■r) 


rintegrale [>oiirra se mettre sou^ la forme 


f F'P) 


in /i (^ 


■r) 


cl^. 


^ ^ 

Or le facleur- - —^-reste fini dans ie champ de 

:»si ri - ( 3 — .r j 
2 

rintt^gralion, et n ^2 qu’iine variation bornee, de m^me qne 
/<[3); done F(,3) n’a qu une variation bornee, et Ton aura 
(20()) 


IitTiSp=:^ [F(x - 4 - o) -f- F(x — 0)1 - ^ [/( r H- o) -h/(.r— o)], 


car le facleur 


2 sin- ( 
2 


P —X) 


a pour limite 1’unite, qiiand j3 tend 


vers X. 

Si /(x) esl continue, eette expression se reduit a 'rzf{x). 
D’ailleurs, lendanl uniform^menl \ers sa limite quand x 
varie, la serie de Fourier sera unifonn^menl convergenle. 


273. Ces r^sultatB seraient en d^faut si x ^tait egal a I’line 
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des Hmites db tz ; car le facteur-Luil-L deviendrak infmi 

asiii-(J3 — x) 

A I’autre limite de I’intt^gration; mais il est ais^ de trouver, 
daas ce cas, la limite de Sp. 

Soit, par exemple, .r = — tc. L’int^grale 

sin(fi 4“7r) 

s,=r/ /((3r- 

-’f 2 sill-(3 4 -TT) 

2 ^ 


se decompose en deux autres, ayarit pour liinites —t: et z(5ro, 
z^ro et -f- t:. On trouve, par la inethode prc^c^dente, (jue la 
premiere a pour limite —/(— 7 : 4 - 0 ). Pour tWaluer la seconde, 
posons § = 7 : — a. Pkle se r^duit a 


/■/u- 


. 2/> -h I 

Sin -a 


a)- 


. a 
2 MH - 
2 


= r'/in-a) — 

*^0 xr.*. 


da. 


. 2 /> -+- r 

sill - a 

2 


et aura pour valeur 


a a 
2 sin — 

2 


da^ 


lEii 

2 e 


im r/(7r —£) —i— I = ^/(K — o). 

isso . £ 2 * 

2 i>in — 

2 


On aura done, dans ce cas, 


lifriS;,^::: ^ [/(— IT -4- o) -4-/(7! — o)]. 


Si j? = 4-7r; on arrivera, par un proc(5d<5 tout semblable, 
au mime resultat. 


274. Gonsiderons une fonetton F{x) doim«5e seulement 
dans une portion de rintervallc de —t: a - 4 - tt. On pourra la 
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repr<!senter dans oette etendiie par une infinit<5 de series iri- 
gonomi^triques diff(^rentes. Concevons, en effet, une fonction 
f{x)>i ^gale a F(;r) dans la region consid^r^e el prenant des 
valeurs arbitrairement choisies dans le reste de I’intervalle 
de —Tt a -f-TC. Developpons4a en serie de Fourier. Cette 
sdrie repr<5sentera F(jp) dans la region on cetie fonction est 
donnee. 

Supposons, par exeinple, «|ue F(.r) soil donnee dans Tin- 
tervalle de z6ro a t.. Soil/( x) une fonction egale a F(:i:) 
dans cet intervalle, et ddfinie de zero a — t: j)ar la condition 
/(— x) = f{x)- Appliquons la formnie (.:J) a cetie fonction. 

Les int^grales / /(ji) sin/iji r/ji s^annuleront, c ar les eld- 

•/_ TT 

mcnls corres[)ondant a des \aleurs de [i egales et de signe 
conlraire se ddtruiscnt inuluelleinent. 

Ces eldnients s’iijouteront, au conlraire, dans les integrates 

/ / /(|S) cosnp qui sc reduiront a 

♦ .. 7t — TS 

^ f /(S)cosn,3r/^ 

on, comine f{x) = F(jr) entre zero el tt, a 

,.7: ^ 7 ; 

‘2 j F(j3)z/^, 2 ! V{^)co>n^ 

^'0 do 

On aura done, entre zero el tt, 

(5) V{a-)=/(x) = ^ f'v(^)ci^ 

^ do 

H-~2cos«.rjr F(j3) cas«j3 ^j3, 

275. Si l^on avail, au conlraire, determine f{x)^ pour les 
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valeurs negatives de x, par la condition 


/(-x)=—/(X), 

f{p)dp^ I f(p)cosn^(ip se seraient an^ 

— It • — 7C 

nul^es, et les iiil^grales^ /(?) seraient rtynites 

k %f /(j3) sinn ^ = 2 / F( siiiAi |3 rf|3. La fonclion 

F(x) sera done representee, lonjours dans l’inter\alle de 
z<^ro a t:, par une serie de sinus 


F(*r) m /(.r) zi= ~ ^ sin/i r ^ F((3) shin^ dp. 


On remarquera touiefois que, pour la \aleur x = o^ la 
fonclion/(x), definie par les conditions prect^denles, ofFrira 
ime disconlifiuitesi F(^)ne s'annule pas pour ,r = o. Aussi, 
pour X =? o, la serie aura-t-ell^ pour valenr, non F(o), mais 

-- . ^Z . ^ —!L!, c’esl-a-dire zero. 11 en est de meine pour 
a: =: t:. 


270. Les developpeinents (5), (6) sent valables, le 
premier de — tt a -f-Tc, les deux sui\ants de zero a 4 - 71 . Mais 
on en d^duit aisement d’auires develo|)peinents applicables 
de —Ik -4 / ou de z^ro an-/, / d<^‘'ignant une quantity 
quelconque. 

Posons, en effet, dans ces fonuules 




elles deviendronl 
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j 9{a)cov~ti'« 

V • c‘ , ^ j 

+ 7 *>"1 —p y 9(a) sin —rfa, 
^(.V)“ y ^ <&(a) (ia-+- 7 ^ cos ^ <!»(«) cos f/a. 

«•(,>)- 

pt seront ('Nidennuenl applirahlos, la preniit re de — / a 4- /, 
les autres de zero a /, [)ourvu cjue 'f (.>') el aient line 

variation liinit<^e dans* leb iiitervalles ci-dessus. Les series 
ecsberont crailleiirs en general de represenler ( es lonctions : 
j'’aux points de discoriliunitt*: ?;'aux liniites du charnp d’ln- 
td{» ration. 


III. - Fonctions de Laplace. 


!277. L’equalion au\ derivees parliellcb 


^ ^ 

()jc‘ ^ ^ i)z^ 


admet cornnie solution 11 n poijnonie ll homogene de degre n 
en -T, z el conlenant 2 /^ -f* i coefficients*arbilraires. 

Siibslituoiis, en elfet, dans le premier inembre de Fequa- 
lion, un poljniome de degr^ n a coefficients indetermin^s. En 
^crivant que le r^*sultat esl identiqueuient nul, nous obtien- 

drons Equations de conditions lin^aires et homo- 

genes entre les - ^ coefficients. II restera done 

2n -i -1 arbitraires dans la solution. 

^ J. --- n. 


*9 
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Posoris 

ar i=:psin5costj/, / rr p siii 0 sin s=r. pcos@; 

il vicndra 

U = p'*Y«, 

y,i itant une fonction hoinog^ne el de degr^ n en sinQcostj^, 
sinBsintj/, cos9, Ces fonctions portent le nom dc fotw* 
tions de Laplace. Elies satisfoaia une eqiialioix difftjrenlieHe 
qu4l est aise de former. 

En elFel, requation (i), transforinee ea coordoiinees po- 
laires, devienl {( ’alcul dijjet enticl., a" 130) 

()^\ \ \ _^ 2 ~~ 

dp^ p- dB^ p*sin* 6 > p dp p'^ ()S ^ 


Substituaut pour V la c{uantit<^* U = p'* Y,t et supprimanlle 
facteur coinmun il viendra 

+cot9--^- +«(« + 


278. Soient 

x,^, z et y y y les coordoaaee^ rectangulaires dc deux 
points; 

p, 9^ et p', 6', t}/' leurs eoordoaiices polaires; 
r leur distance mutuelle; 

eniia 

cosy = cos0cos^' 4- siiiSsin^?' cos(^j^ — v|/') 

le cosinus de Fangle de leurs rayons veeteurs. 

La quantity consid<*ree comme fonelion de jp, y, a, sa- 
itsfera, comme nous Favons vu (182), a iVquation (i). Mats 
on a 

j 1 

r yfp*—- app'cosy 4-p'* 


«w, ent ii(£vaoppaxit en s^rie suivanl ies puissances de ( Cal- 
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cui diffirentiel^ u'‘ 273) et posant^ pour abr^gcr, 


r 


X„(co»y) 
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Pour que cetle evprcssioii satisfasse h rt^cjuation (i) qufl que 
soil il faudra cvidemmenl que cliaque lerme y satisfasse 
separement. Done l^/p" estune sidutiou de recjualioa (i), 
D’alllfurs I’expressioa 

p _1_ - ly 


moiitre que P,i est de la foiine 

A„„2C08" -1 . .. 


T> 1 t TJT -4- rr -4 

l\eui|)la(;anl cosy par sa \aleur--, puis par 

sa valeur .r- 4 -jk^ +■ P»?'' deviendra <Jvidenunenl tine foiic- 

lion eutierc et hoinogene de degre // eu x, y, Ooac P/, esl 
line fonetion de I’espece \ 


273* Sup[H)sons p'<C p ; lu point z') sera iiiti^rieur 

k line sphere de rayon p ayant pour centre I’origine; et la 
fonciion U <^laut hariaoniqiie el continue, la valeur U' 
qu’elle prend au point j;\ y\ z' sera donuee (187) par la 
formule 



Pintegrale ^tant prise sur la surface de la sphere, el v d^si- 
gnant la normale inli^rieure. 

Cela pos<5, nous aurons en coordoimees polaires 

u=zp-Y«, u'==p'«y; 

(Y^ d^signaat la valeur de Yn au point x', z^). 
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D^veJoppant, d’aulre part, ~ suivant les puissances crois- 
sanies de ~ > qui esl < i, on aura 

i=i(Po4-i*,^ +...+p„^ +...y 

Enfin, v ^tanl direclemenl opposee a p, on a 


dv 


«p»-Y 

Op - "P 


0 - 

r 

dv 


dp p^ ^ p’‘ ^ ^ ^ p'-' P ^ 


Suhsiituant ces valeur '5 dans recjiiation, el reinpla(;ant en 
outre d'j par sa valeur o- sin6 f/0 il \ iendr.i 


4Ttp"‘Y 


;=S[>'- 


-h OTy 4-(Ai-+•-2) Pi-i- -4-. . 

p 


-(2/<-4* h... \np'^hin9ci&d^. 


Cette egalite coutenant I’indeterminee p', on aura, cn iden- 
tifiant les coefficients de ses diverses puissances, les relations 
fondamentales 


(3) 


I S P,/, sin Q (iB o, si m ^ 


28<). Soit/(^,) line fonction arbilraire cles deux angles 6 
proposons-nous de la dcvelopper dans I’intervalle de 
= o a el de = o a z=z 27z^ en une s^irie de la 

forme 

1(4) 

I 

i On obtiendra ais^raent, par ce qui precede, chaque terme 

du div^li^pisment. 
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IMuilipHoas, en cfTet, par P„ sin 0 ci-j/ et inirgrons dans 
les limiles ci-dessus. 11 viendra, en raison des ^qualions (3), 

{r>) / / Ae,<^)v„siueddd^^ 

<^lant calcule par celte forrnnie, on n’aiira qu^a y rem- 
placer 9^, ♦]>' par 9, ^ pour ohlenir Y„. 

L’expressioii ainsi calrnl(5c esl bion une fonclioii <le 
Laplace. Kn ed'et, esl (Widcininent syniclrique en 9, 
cl 9', (Test done une fonction de Laplaci* par rapport 
a 9^ y. Done L/ip'" sera one fonction hoinogene et de 
degre n en t', y\ c', satisfaisant a rc<|ualion 

(PV (PV (PV 

_i_ —^ ^ — — () 

dr/* 

11 esl clair que, iniiltiplice par la qnanlite ronstante 
/’(9, »|) sin 9 <^/9 ^/y elle y satisfera encore. Chaciin des ^le« 
inenls de Tintegrale double, innltiplie par vebUiant ainsi 
rc(jiialion, leiir soname jouira dc la mcine pro[>riete. 

281. 11 resle a vebdfier si la sene de fonclions ainsi 
calculees est bicn egale a/(9, on, <‘e qiii revienl an inline, 
si la s(5rie 

V 9 -+- .. . 

est t5gale a/(9', y) dans tout le champ considered 
Or on a, d’apres Tequation (5), 

y; .A®. 4^)2 

n 

0 


rinlt^grale ^tant ^tendiie a loiile la surface d’une sphere de 
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rayoa i, d^fiaie par les Equations 

cr siii6cos<|^, y rr sinfi siin|/, 

IJ reste k troiivrr la limite de ceiie expression poor n = oo. 


282. Nous la iransformeions d’abord en rempla^'anl les 
variables 8, ♦].< par iin aulre sysle^me de coordonn^es polaires 
X, p, choisies de lelle sorle qiie lenoiivel axe do^ z aboutisse 
ail point (O', 

La fonclioo/(O, *]>) sera transformi^e en une fonclion de X 
et de p, que nous reprtSenterons par F(X, p). La fonction 
P„t=X«(eosy) deviendra V/^(eosX), ear y-. distance anf;u- 
laire du point (0',^') au point variable S, »]/, nVst (Hldem- 
menl autre chose qiieX. f/elenient r(a sera ('‘^al a sinXr/u. 
EnBn les limilcs do Tinl^grale seront o et tr pour X, o et 2 7t 
pour p. 

L’int^grale k (5valuer de\iendia dour 



n 

F(}^, p)^ (ciA -f- i)\4(eosX) sinX^Xd'p 
0 


oil, en posant cosX = .r, F(X, a) = <I>(.a;, p), 

^11 -t-afp- 

* ^ I 


283. La sommation par rapport k k peut ^tre effeetude 
comme il suit. 

On a, par definition, 

(7) (i — 2ajra*) *=:^a"X„, 

0 

et, en prenant les ddrivdes par rapportel par rapport^ a, 


(8) 

«(i- 

0 

(9) 

(x — ex)(i - 

-aaiT-ha*) noO 





Im comparaison de& Equations (8) et (9) donne 

ao m 

0 0 

d’oii, <^gadanl les terines en a", 

(lo) .rX„— x; ,=r /iX„. 

D’autre pairt, I’e^ualion (8), mulliplice par i — aa^r-f-a® 
et rompar^e k (7), donne 

-f- 

ct, en egadant les lermes en 

(If) 

Dc (10) el (11) on deduira, par reliinination de 
{ 2 n -h i)X^ "iz X',^, — 

Getle formiile subsistera encore pour n = o, en y rempla- 
^'anl X' , par 7/ro; on aura t'galeinent X'^ r= o, car X*, esl une 
constanle, 

Changeanty dans la fonnule precedenle, n eii n — 1, 
n — 2, ..et ajoutanl les r^sullals, il viendra 

n n 

V (:j A- 4 - I )X4 —^ (Xa4.| — X'a , ) = X'^^, 4 ~ X^. 

0 0 


284 . Uinl^grale ( 6 ) deviendra done 
(•2) y 

Or, si Ton adtnet: t** que, pour chaque valeur de p prise 
dans rintervalle de o a ait, la fonction 4 >(ic, p) n’ait qu^unc 
variation born^e entre — i et 4-1; 25'* que, pour ces diverses 
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valears de p., <5(i — £, [a) lende uniformemenl vers sa limite 
4>(i — o, p.) lorsque la quantile positive s dt'jcroil ind<§fini- 
meal, on aura (268) 



<^(07, p)(x;+, 


4-x;) 2 <&{I — o, p) 4- Hp,, 


Rix d^signant iin reste qui tend uni form (5ment vers z^ro pour 
n = (x>. 

L’int^grale (6) se reduira done a 


r r"'" 

7 — / 2[4>(i — o, a) 4-Rn 




et si n tend vers oo. lendanl uniformt^‘iuent vers z^ro, son 

^ 27 : 

integrate / R^. <Yatendra vers zero. II viendra done 

* ^0 

I 

Yo4-. , .4-Y;, 4~. . ~ I <1>( I — o, p) ^/p. 


285 . Cela pos^, si la fonction/(O, = p) est con¬ 
tinue aux environs du point (O', <l>(i — £, p), qui reprc- 

sente la valeiir de la fonction /(Q, f) pour un point infini- 
ment voisin de ( 9 ', f')y convergera uniforint^inenl, quel que 
soil p, vers la \aleur constante/( 9 \ f'/- On aura done 

y; +... + y;, -h... = ^ ?') 4 -=/( ?')■ 

On arrive done k ce r^sultai: 

Le de^eloppement (4) d'une fonction arbitraire f (9, «p) 
en serie de I^place est applicable pour tout point de la 
sphire (O', <p'), tel: i*’ que la fonction f soil continue aux 
em^irons de ce point; a ’ que sa variation soit born6e le 
long de tout grand cercle qui passe par ce point, 

D’aillcurs il est elair que ce d^veloppement sera imifor- 



SERIES OE fOUftlRR. 


297 

memeat convergent sur toute r^^gion de la sphere ou ces deux 
conditions seront satisfaites* 

286. Oans le cas particiilier ou ia fonclion / ne depend 
pas dc la formule (5) deviendra 

Or P/,, *^tanl une fonction entirre de 

cos0 cos O' ->(- sin 0 sin 0’ cos(i|^ — 

poiirra 6lre mis sous la forme 

Ao“f- A, cos(4^ — 4*^) 4“. • • -H An cosri(^ — 

A'o, A(, kn elanl des fonclions enlieres de cosOcosft' ei 
sinOsinO'. Integrant par rapport a 4 , tons les termes donne- 
ront une inU'igrale uiille, sauf le premier, dont Tintegrale est 
2 71^0. On aura done 

Y'„^^Ii^r/(0)/>os\u8d9. 

expression Imlependanle de 4 . 

Done Y'^, qui est une fonction enlierc el homogene de 
degr6 n en cos9^, sin6S‘os»y, sinO'sln^', se r^duira a une 
fonction enliere de cosO' seulemeut, lorsqu'on aura tenu 
complc de la relation 

(sin0^ sin^O* (sio^^ cost|>')*:=3: i — cos^B\ 

Cette fonction sera ^nidemmenl de la forme 
ffff cos" d' -f- cos« * 4 -; 

par suite, sera de la forme 

On cos" 9 4“ an^f cos"~~* 6 4-.... 
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Celte fonclioa 4oit d’ailleurs sat^isfaire a F^quation 


rf*Y„ , vv 

—hcot^-^ -f*/i(/i-f-i)Y« — o, 

m 

qui se diduU de (si) ea exprlmant qiie Y« est ind^pendanl 
de Transformom cetle equation en prenani [>our nouvelle 
variable la quantity cosft ™ il \iendia 


dYn dY„ dt . .^Y, 

-dO=-^ 7 ro 




.rfY„ . ,d"i„dx .d\„ . 

-jg— _ —cos9-j-sinO-—^ — -Hsin*0-^ • 

ad* djc dx- dO dx dx* 

Substiluant ces valeursel rempla^ant, on outre, eos6, sin®6 
par X, I — X*, il vieiidra 

^Y„ 


(i—x*) 


d‘-^n 

dx- 


2x-^ 4-n(/l -H i)Y„r:r o. 


Substitiions dans retie equation la valeiir de Y,,, 

Y„ •= «„.r” 4- a«_, r'*~* 4-. .., 
il viendra, en ^^galanta zero le coeffirienl dii terme en 


{n — ^^A^4-^»)(« — 4 -i)a,,_5 a.-».2 

— 2(n — n(w 4 -!)«;,«,a — o. 

Cette Equation determine le rapport de deux coefficients 
successifs an^^A-f-a <51 - ja* 

Le polynome Y,/, d^fini par les conditions pr^c^dentes, esi 
done d^termin^ k un facteur constant pres. Or on sait que 
le polynome Xff(:r) = P,^ satisfait k ces conditions. On aura 
done 

An d^signdnt nn facteur constant* 

Le d^veloppement de la fonction /(0) en fonctions de 
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Laplace prendra done la forme 

y(5) — . .-+*• A«P,|-+-.... 

En prenant x pour variable fI posant 

/( 0 ) = F{d-), 

il viendra 

(j 3) I* (.t?) ^ A^ \o H~ A, \ j . H- A„ X„ -f-..., 

Ce (icveloppement sera valable dans rinlervalie de —i 
a ,r=i, correspondant a riiUerxalle deO=:ro h 6=:r'n:(pourvu 
qiie la fonclion a developj>er n’ait qii’iiiie variation born^e 
dans cel intervalle). 


287. La nature du developpernent elant rlablie par ce qui 
precede, on ol)tien(lra aiseinent les coefficients. Multiplions 
I’cqualion (i3) par X„ el iiit(5grons de — i a i. On aura, 
si n, 



^ nt^n — n. 


Soil, en eff'et, pour fixer les idees, n'> m ; X,„ e^*iant un poiy- 
nome de degre inferieur a X„, on sail (125) que PinK^grale 
ci-dessus sera nulle. 

L’^quation int^gr^e se reduira done a 




Xldx 


et d^terminera le coefficient A^. 


288. On pent ais^ment calculer, au rnoyen derintegration 
par parties, ia valour de 1’int^‘grale 




i)" 


dx^ 


djT^ 


dx. 


Posons en elFet, pour abr^gcr, (x ^— 1)"= «. On trouvera^ 
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par une suite d’int^grations par parties, 


I dx 

•/„ 1 

zr — «/{»-*) (— i)]^-j 

-f- (— 0 '*^ rij?, 

et comme chacun des lermes int(^gr^s s’anmile aux deux 
Umites, il vient simpleiuent 


XI dx : 


2 ®'*(l.2.../«) 




(— l)" 1.2.3, , , 


Mais, si I’on pose 


il viendra 


O' zz: 25 — I, 


(.r*— \Y dx- (— / 5«(! — c)" r/5 




(— H (/^ -4- 1, i) 

^ '' r( 2 « + 2 ) 


(— l)” 2 ’ 


I .2. . (2rt H- l) 




289. Le d^veloppement d’une fonction F(x) suivant les 
polynomes X/,, auquel nous xenons d’arri\er, esl un cas par- 
ticulier d’une classe de d^veloppements plus generate, qu’on 
joeut obtenir de la manicVe suivante : 

^^fcp3id<^ron3 I’int^grale d^finie 




'f{z)dz 


X — 5 
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Si I’on d^veloppe le denominaleur suivanl les puissances 
d^crojssantes de on obtiendra une expression de la forme 


X 


x'^ 




cn posant, pour abre^ger, 


a,,,rr 


a 


f{z)dz. 


Fornions les reduiles successives du dcvelop[>enienl de 
celte expression en fraction continue. Soil 


— Bq -4- B, j; 


.-4- 


le denoininateur d’une de ccs reduites. Les rapports des coef¬ 
ficients Bo, B<, B// seront deteriniiies [Calciil different 

tiel^ n'* 393) par les fkjuations de condition 


a, Bo ' 

! 

^2 Ho - 


a^B, 

0 C 3 B 1 


+■. . .-h a 


n H// — 

oB„“" o, 


Bo ■+“ 0C„ 4.1 B, -h ... 4- 0 C 2 n B^t — o, 

el, pour qu'il existt* eirecliveinent une reduite dont le deno¬ 
ininateur soil d’ordre n en jr, il faiit et il suffit que ces Equa¬ 
tions delerininenl coinplelenient lesdils rapports, 

Cette condition sera loujours salisfaite si J\z) ne change 
pas de signe entre a el b, En efl'et, si nous reinpla^‘ons les 
quantiles a par leurs valeurs, les equations precedentes de- 
viennent 


I /(^)^^[Bo -hBi;? 4-.. h B„ ==: / Qn{^)/{z)dZy 

j f{z)dz[B,z =j‘ zQA^)As)dz, 


: /(5)rfs[B„V'-‘4-B,5'* + ...-i-B„^«'*->]=/ 3'->Q„(s)/(s)i 
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Ajotitans eni»embie ces ^c|uatiofkS auiltipli^es par des con^ 
staittes arbiiraires, nous obliendrous la suivante, qui l^s 
sume toules ; 

(f4) OZZzC Bj(s)Q„(«)/(s)rf5, 


m{z) d^signant un polynome arbitraire de degr<5 < n. 

Gela pos^, soienl Q et Q' deux polynomes de degrd n qui 
saiisfasseat ^ cette condition. Tout polynome XQ -l-X'Q', ou 
X et V sont des constanleb arbitraires, y satisfera egalement. 

X' 

Or on pent d«5terminer le rapport y de maniere a annuler 

dans ce polynome le coefficient de 5 ". Posant alors en parti- 
culier Tij(s) = XQ-h vicndra 




(lQ + l'q'yAz)d= 


Or cette inlegrale a tons ses elements de meme signe; elle 
ne pent done s’aiiuuler que s’ils sont tons mils, d’ou 

XQ-f-VQ'riio. 

Les deux polynomes Q et<^)'sonl done egaux a un facteur 
constant pr^s. 


290. L’^quation Q„(5)=:o a toutes ses racines reclles, 
inegales et comprises entre a et 6. En effet, si elle admettail 
une racine r^elle c hors de cet iulervalle, on une racine 
double a, ou un couple de racines imaginaires a±: ou 

aurait 

M designant un facteur de la forme vS — c, ou (5 — a)^, ou 
et N un polynome de degr^ <n. Posant 
ai(s)=:N dans P^ejuation (i4)> viendrait 

0=^ m'f{z)dz, 






3o3 


resultat absurde, cs^r Tiutegrale a toas ses e^U^meats de ro^aie 
signc. 

291. Soit aiaintenant F(«) uiic fonctionquelronquede z; 
proposons-nous de la d^velopper eii une serie de la forme 

1^ (^) — ^oQo('^) ^lQi(-) 4 - ... 4 “ ^nQu(^) - 4 “ . . . 


I d^signant uric conslaute, egale a i, j)ar exemple]. 

l^oiir determiner un eoeffieienl quciconque, tel que A,,, 
multi pi ions I’tMjualion |)reredente par Q//(^)/(^) et int^- 
grons eatre a et On aura 

/ Qm(-)Q«(s)/(-)t/s~o si 

En effel, soit, [>ar exeniple, m < n, (^elle equation sera un 
cas particulier de ( 14)7 ohtemi eu posant 

L’^qualion int(5graJe se reduira done a 

( Q«( -)y(^) 1^(^) 

el de term ill era A,^. 

On doit loutefois remarquer quo ceile analyse u’l^tablil pas 
la li^gititniu^ du developpeaieiil, laquelle reslera a demontrer 
dans cliaque cas. 

292. Si nous posons en pariiculier /(.r)=:i,a=:—i, 
6 = 1 , I’^quation (i 4 ) se r<5duit a 


j cj(3)Q„(s)flte = o. 


Or on sail que les polynoraes X/, satisfont a cetle Equation* 
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Elle determine d’ailleurs Qn{z) k iin facteur constant pr^s. 
On a done ce r^sqltat : 

Les polynomes X,i sont^ a des facteurs constants prds^ 
les denominateurs des reduites de I’integrate 

dz , JT -h I 

-rr: log- 

a :— z ® 07 — I 
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CHAPITRE VI. 

INTEGHALES COMPLEXES. 


I. — Integrates des tonctions monodromes. 


293. Soil f{z) une fonclion analytique de la variable com¬ 
plexes. Si celle variable, parlant d’une valeur initiale donn^e, 
decrit une ligne rectifiable L, on pourra sui\re la variation 
de f{z) loulJk long de cette ligne, pourvu quW ne soil pas 
arr^te par la rencontre d’un point critique. 

Nous avons donne, dans ce cas, la definition de I’int^grale 


fj{z)dz{l. I,nM95). 

Mais celte definition suppose essentiellement I’absence de 
point critique. On admeltait done que tout le long de la 
ligne L la function f{z) resle continue ainsi que sa d^riv^e. 

Nous continuerons a poser en principe que, sur tout le par- 
cours de la ligne d’int^gration (ses exlr^mit^s except^es), il 
ne doit exister aucun point critique ; mais nous admettrons 
que ses exlr^mil^s a tlb puissent ^tre critiques. 

Soient, dans ce cas, a-H e un point de la ligne L infini- 
ment voisin du point a; b — e' un point de cette ligne infini- 
ment voisin du point 6; L< la partie de L comprise entre 
les deux points a-j-e et 6 — e'. Nous definirons Pint^grale 


J f(z) dz par la formule 
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a k condition que le second membre ait uiie limite dSter- 

minV 

. JPe m^me, siipposons que la Jigne’lj s’i5tende jusqu’A I’in- 
iiipi. Prenons sur celte lignc un point />, et soil L, la portion 
de L comprise entre a et p. On pourra determiner, pour 
chaque position du point />, I’integrale a 

fA=)rf=, 

et, si ceLle expression tend ver^ une limite deterininee lorsque 

le point p s’tdoigne a Tinfini en suivant la lignc L, nous defi~ 

nirons I’integrale ff(z)dz par Tequalion 
» 1 

( I f(z) dz. 


294. Supposons, [>ar e\em[>le, que, la variable c elanl as- 
siijeltie a la seule reslrieiloii de resler dans rioterleiir d im 
contour C, la fonclion ) n’admelte dans re domainc qu’un 
seul point critique />, di^erminr de j)osition. Admcltons, en 
outre, que, lorsque lend \ers by de telle sorle qu’aux envi¬ 
rons de ee point rargumeulde resle compris enlre deux 

nombres fixes Ao et A,, on ail conslanimcnt 


l/(^) 


M 


\z-b\- 


> 


M designant une consiante et a un exposanl posilif < i. 

Soil L une ligne quelconque interieure a C et parlanl d’lm 
point donn<5 a pour aboulir a 6, de telle sorle (|uc, dans la 
portion de celte ligne infiaiinent ^oisine de by Targument de 
z — b rcsie compris entre Ao )v|. Uinlegrale 





aura une valeur delertninee et indipendanle de la ligne 
parlicuUhre choisie pour L. 
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Ell eflet, suppo^ons 4’^V^rd que, dans le voisinage de 6^ on 
ait pris pour L une ligne^^roite Lj, faisant Tangle Oo avec Taxe 
des jg, On aura sur cetle lign<5^ ^ 

z =z -i- p(coscpo+ /sinoj, 

testant coilslant el p tendant vers zdro. 

Soient deuv points de celte ligne, po, pi les deux 

valeurs correspondantgs de p. On aura 

f{z)(!z^l f{z){ci^>OQ^- ih\no^)(ip. 

-0 *' 


C^elte int<5grale lend ver^ zero avec po et pi ; car, d’a|>res nos 
hypotheses, son module nc pent surpasscr 


' 5 , p 


M 


(P’. =‘-p'o-*). 


(|uanlile inlinimenl pelitc. Done / f[z)dz a une valeur dc- 
lerminee. 

Soil mainlenant L, une aiUre ligne arhilraire Issue de a 
el ahoulibsant a />, d\\u;ons aulour du point b comme centre 


F.« 





un ccTcle de ra}on p infiniment petit. Soient ^o~(Pt?o) 
et :;, = (p, ^,) ses points d’inlersection a\ec Ijq et I.| 

{Jifi* ^ 9 )* 

Lesdeuxiignes d’int^gralion aZoZi et ^.lant cvideminent 
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dquivalentes, on aura 


C /{z)ds^r /(s)d 2 +r /{s)dz. 

*^nx^ 

Faisons lendre p vers zero. L’lntegrale j aura pour H- 

mile / ; el I’int^grale suivant Tare de cercle ZqZ^ tendra 
vers z^ro. On a, en effet, sur celtc ligne 

5 = ^ -h p(cos<p 4 - i sincp), 
p ^lant constant, et ^ variant de tpo ^ » Done 

(0 i /(•s)t/-=r /(5) p(— sin^ 

•/90 


Le module de cette inl^grale a pour limile sup^rieure 

I r'^^pd9 =Mp'-«|®,-9„I = Mp‘-«(>.-X,), 

1 *^9, P 

quautit^ infiniment petite. 

Done I’int^gralejT tend vers une limite ddterminee, egale 

k j . D’ailleurs cette limite repr^sente, par definition, I’inie- 
*4o 

grale J* . Noire proposition est done eiablie. 


293. Nous nous sommes astreint k ne considerer dans ce 
qui precede, parmi les lignes L aboutissant au point que 
celles on I’argument de z — b reste compris entre deux 
nombres fixes \q et X|. Mais il est clair que cette restriction 
poiirra 4tre lev^e si Ton est en mesure d’^tablir que Finltf- 
grale (i) reste infiniment petite, quels que puissent ^tre 
etO|. 

Cette circonstance se pr^serttera si la fonction /(x) est de 
!a forme 
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dtant monodrome et borage dans Fint^rieur de G [M d^- 
signera, dans ce cas, le maximum de l'}(5)|]« 

Soil en effet 

/* ^lant <^ 211 . L’integrale 

/ /(-s) p(—COS 9 -H/bin 9 ) ^9 

peul se decomposer dans la somme des suivantes : 


f 9o-» 27C ,9 o-»-4T: 

*^9o-+-2/TC 


^0+24 TT-t-/ 


Or, lorsque 5 decril lo cercle,/(: j) se reproduit, multiplie 
par le facteur Si done on designe par I I’integrale 






J ^?o-+'2("* +• I )7C 

Do -+- 2 m 


el par suite 


r ri 

= 1(1 4-e-2a’'<4-. .■+ 

^-U!XT!<_, ^•9.+*’' -9,+tAit+, 


-» 9 o 4 - 4 A ir-+-/' 




— / 4- / 


9 #-+-*Ait 


Or les deux int^grales du second membre ont un module 
moindre que Mp^“"*27c. D’autre part —1)<^* Done 


4-1 ) Mp*~*27r, 


quantity infiniment petite. 
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296* On peut formuler des propositions toules seroblables 
aux pr^c^denles pour les integrales prises suivant des Hgnes 
qul s’^lendent jiisqu’a rinfini* 

Soil f{s) une fonclion analyiique n\iyant aucun poini 
critique dans la region du plan exlerieure a un contour donn4 
C, et telle que pour toutes les \aleurs de dont le module 
est suffisamment grand, et I’argument compris enlre deux 
nombres fixes Xo etX,, on ait constaninienl 

M 

M ^tant une conslante et a un exposanl posilif i. 

Soil L une ligne quelconque exlerieure a C partant d’uu 
point donne a pour aboutir a rinfini, de telle sorte que, 
lorsque z parcourl celle ligne, son argument finisse par resler 
compris entre Xo ^ i • 

Uintegrale f{z)(h aura une valeur deterniinee et 

independante du choix de la ligne L. 

Enfin la restriction que rargurnent de z reslc compris 
entre deux limites fixes pourra etre levee, si Ton a 



^( 5 ) restant monodroine et bornee h rexterieur de G. 

Soil, en efi’et, />un point arbitrairemenl choisi dans finl^- 

rieur deC. Posons z = JTZTJ* ^ decrit C, la nouvelle 

variable u decrit un contour correspondanl F. Lorsque z se 
meut en dehors de C, u decrit Finlerieur de F; il tend vers 0 
lorsque z tend vers 00 ; enfin, si Farguraent de z est compris 
enlre Xo et Xj, celui de u — 6, qui lui est (^gal et conlraire, 
sera compris entre les deux nombres —X© et — X*. 

Cela pos^, faisons d<5crire a z une ligne quelconque et 

k H une ligtie correspondante A; on aura 

1 >!}{ 
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el la premiere int^grale tendra vers une valour determiu^e 
lorsque L s’allonge jiisqu'a I’iiifini, si la seoonde tend vers 
une valeur d^lerrninee lorsque A s’allonge de lelle sorte que 
son exlr^mile se rapproche de Ik CVst ce (|ui aura lieu en 
ell’et, en vertu des liicoremes prooedemrnent d^^nontres, car, 
si Ton a 

l/(5)l<j|~. «>J, 

on cn d^nluit 



el si 


on aura 



M 


{It — 


/(-)-= 

~ , 3! > 

r 

A^>) 

{u-hy- 



2 — :< <! I, 


2 — a < r, 


etanl bornee el rnoiiodroino dans f. 


297. On peul coinploler les resuhals ri-dessus par la 
remarque suivante, qui nous sera souveni uiile : 

vSoit/(:5) une fond ion de 5 lelle que {z — b')f{z) tende 
uniform<^menl vers une limile Hxe M lorsque 3 — b lend vers 
zero (oil vers oo), pour loutes les xaleurs de son argument. 
1 ^’integrale f(z)dz^ prise sur un arc de cercle de rayon p 
ayant b pour cenlre el correspondanl a un angle an centre 
tendra vers fM(0| — lorsque p lendra vers zero 
(on vers oo). 

On a en efiet, sur le cercle conside'*rtK 




z-^b' 


0 ^*tant un infinimenl petit; et d’aulre part 

z — 6=1 p( coscp- m’ sincp), 

rr p(— sin 9 -4- i coscp) r/cp = i{z —• b) r/cp. 
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Le premier terme a pour valeur — <po) et le second 

a pour limite z^ro^ car son module ne peut surpasser 

mfiniment petit, ^gal au maximum 

de jS j. 


298* Soit /(z) line fonction monodrome dans tout le plan 
(ou tout au moins dans la region du plan que nous nous bor- 
nerons k considerer). Si elie presente des points critiques, 
ceux-ci auront une position fixe et resleront critiques quel 
que soit le chemin suivi pour les atteindre (t. I, n® 351), 

Ges points pourront etre de nature Ires vari^e, comme le 
montrent les exemples suivanls. 

Nous donnerons le nom de poles aux points critiques de 

la fonction f{z) qui sont des points ordinaires pour 

Tels seraient, par exemjde, les points critiques d’une fonc¬ 
tion rationnelle de z, 

Aux environs d’un semblable point a, est develop- 

pable par la s^rie de Tajlor. En outre, le terme constant doit 
s’annuler, car aulrement le point ne serait pas critique : on 
aura done, aux environs de ce point, 


et, en effectuant la division, 
V A//f 

f{») 


z — a 


(p(s), 


—a)'" 

f{z) 6tant ujie s<5rie de puissances entiferes ef positives de 


Le nombre m, n^cessairement entier, se nomme Vordre 
dt muUiplmU du pAle a. 
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La fonction f{z) devient infinie au p61e 5 = a; mais elk 
rcste ^videmment finie etcontiaue, ainsi que sa d^riv<5e, pour 
toule autre valeur de z suffisamnient voisine de a, Les p61es 
soul done des points critiques i.^oks. 


299. On donne le nom de points singuliers essentiels 
aux points critiques des fonclions monodromes autres que 
les p6les. 

Pour en donner un exemple, considerons la fonction 

t 

li rr: 


Elk est toujours finie et determinee, ainsi que ses d^riv^es, 
sauf pour z = a. Kn ce point elle devient ind^termin^e. En 
elFet, soient Uq un nombre quelconque autre quez(^ro, logw© 
un de ses logaritiunes choisi a volonle. I^kquation 

1 

Wo 

a line infinite de racines, donnees par la formuk 


log Wo 4- 2k7:i, 


log Wo 4 “ 2 A Ki 


Comme on pent prendre k aussi grand qukn veut, on vojt 
qu’il existe des points aussi rapproch^s qu’on voudra de a et 
pour ksquels la fonction prend la valeur donate w© choisie 
arbilrairement. 

Soitd’ailkurs 


on aura 


z = a-h p(cosf 4 - i sin<p), 


- (CO* ? — I din 9) 

w rz 


Si z tend vers a, p tendra vers zero. Si done cos<p reste 
posilif et plus grand qukn nombre fixeX, le module de w, 
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croitra indcfiniineiit. 11 teiidra au conlraire vers zero 
si €OSQ reste < — 

3 OO 4 l^assons a la fonclion 


U rr: 


. 1 
sin — 


Elle devient Infmle pour loiile Naleur cle de la forme 

A <5tant un enlier. En outre, elle dc\ienl Indelcrmin<5e pour 
:j =;= o. 

Les points 5 = soni dcs poles. Posons, en elTel, 


il viendra 


A 71 


I -4- A TT A 


r /. TT — A ■A , 


-i sin - = (— i ‘‘in ( A^Tl'A — . 
u z 


expression dtWeloppable suivanl les puissances enlieres el 
positives de la quantity h~z — y~- 

Le point critique -s = o est d’une nature loule diflercnte. 
Soienl en effet Ui) un nombre queleonque autre que zero, 
V Tune des racines de T^quation 


LY*qualion 


sin (' rr —. 



I 

sin i' 


aura une in6nit<i de racines, donnees par les fonnules 


V Hh il/fTC 


e -f- (a/c “h i)7i 
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Parmi ces racines, il en existe qui sent plus rapproch^es 
de z6to que toute quantity donn^e. 

Ce r^suUal rappelle celui que nous avions trou\<i pour le 
point critique de I’exemple precedent. Mais nous devons 
signaler ici celle circonslance nouvelle que le point critique 
n’est plus isol(^*; car lout cercle decrit de ce point comme 
centre renferme toujours une infinite de poles, quelque petit 
que soil son rayon. 


301. On fornierait aisement des fonctions plus complexes, 
possedant une infinite de points critiques essentiels. Les 
points limites de cel ensenihle scroiil de nouveaux points cri¬ 
tic] ues essentiels, qui pourront eux-memes etre cn noinbre 
infini, et ainsi de suite. On pent meme, ainsi que nous aliens 
le montrer, conslruire des foncrions douees de lignes cri¬ 
tiques, dont tous les points soienl critiques. 


302. Soit L un arc de courbe continue ayant pour equa¬ 
tion 

ou le parametre l varie de a T. 

Supposons que, dans cet inter\alle, les functions et A 
admellent des derlvees, de telle sorle (jue la coiirbe ait une 
tangenle en chaque point. 

Soit I’unc des fractions irrednclibles moindres que 
T — et soit Zpq le point de L qui correspond a 


H- 




Corisidt5rons I’expression 


-'pq ■ 




les coefficients Cpq d^signant des conslantes positives telles 
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que la s4rie double 

..,,005 ^=ri,a, ...,oq) 

ait une somme fmie S, 

La s^rie f{z) ainsi ddfinie sera convergenle et repr^sen- 
tera une fonclion uaiforme de sjTieclique aux eavirom de 
tout point non sitii^ sur L. 

Soient, en eflet, 

^ une valeiir particuliere de ; 

A la distance du point ^ 4 la ligne L; 

5 une quantile qiielconque inoindre que A. 

Pour loutes les \aleiirs de Zj comprises dans un cercle de 
rayon A — 0 decrit autoiir de on aura 

I ^pq > 2 ; I ; 5, 

et les modules des termes de f(z) seront au plus ^gaux 4 
ceux de la s6rie convergenle 



La s6ric f{z) est done absolumenl el iiniform^ment con- 
vergente dans le cercle consid^re. 

II en est de m^me de la serie d^rivee 


-A* \*»pq ) 


car ies modules de ses termes soul moindres que les termes 
de la s<5rie convergente 



£> 000 /( 3 ) est syncctique dans le cercle consid^rd. 

Tons les points de L sont critiques pour celte fonction. 
C^adon d’eux est en effet nn point limite de I’ensemble des 
points S/tf. Mais chacun de ceux-ci est critique, car nous 
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allons montrer qne, si z s’approche ind^iiniment de Fun de 
ces points, tel que 5/*, en suivant la norinale k la ligne L, 
f{&) tendra vers Finfini. 

Supposons, en elfei, les termes de la s^rie/(- 5 ) ranges 
dans un ordre d^termin^. On pourra decomposer cette s^rie 
en deux aulres 



la premiere formee des ppremiers termes de f {z) et Use- 
conde contenant tous les suivanls. 

L’entier jjl est suppose assez grand pour que le terme 

— figure dans la premiere sominc. 

Soil £ la distance des points Ztk et c. Le module de ce terme 
sera 

t 

Soit, en second lieu, yj la plus courle distance du points/* 
aux autres points Sap; chacune des distances | Cap— z\ sera 
au moins egale a 

l^ap —-I —£. 

La somme des modules des termes de la premiere somme, 
autres que celui coiisid<Sre le premier, sera done au plus 
egale a 

n — e ^ t} — £ 

EnOn chacune des distances ^ | sera au moins ^gale 

k £; d’ofi 

— J5 

On aura done 



On pourra prendre jjl assc* grand, puis e assez petit, pour 
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s 

que Scys, p^is devienaeal aassi petits qu’on voudra, 

Le ierme entre parentheses lendra done vers Cik et /( 5 ) 
vers 00 lorsque s tend vers z^ro. 

303. Les fonclions non inonodromes peuvenl oflVir des 
points critiques encore plus ^aries. Nous nous hornerons k 
signaler: 

I” Les points critiques algebriqnes ou branchernents 
algebriques. Ce sonl les points a aux environs desquels 
chaque branche de la fonclion esl drneloppable cn s^rie 

I 

suivant les puissant es entieres et croissantes de {z — a)' , 
r ^tant un enlier (le de\eloppement pouvanl d’ailleurs con- 
lenir au debut des lermes a expo^anls in^gatifs). Aux diverses 

valeurs du radical (:; — ciy correspondronl r branches de la 
fonclion, qui forment un cycle el se permiitent circulaire- 
inenl lorsque la variable tourne aulour du point critique. 

14*’ Les points critiques logarithmiques on les branches 
de la fonction admettent des developpeinenls de la forme 
precedente, mais completes j>ar radjoiiction d\in lerme lo- 
garithmique Alug(3 —a). Une rotalion de z autour du 
point a accroissant ce lerme de la constantc A.st:/, chaque 
cjcle conliendra une infinite^ de branches. 

3** Les points critiques ou chaque branche de la fonction 
admet un ddveloppemenl de la forme 

(5 A Hh Ai (z — u ) Aj(5 — ci ” 4 *-,,. 

ijt n*^tant pas rationnel. Chaque cycle contiendra encore une 
infiniiti de branches correspondant aux diverses d(5termina- 
tions de {z — a)®. 

304. Revenons aux points critiques isoh5s des fonctions 
monodromes. Aux environs d’un semhiahle point, la fonc- 
lion ftdmet tin d^*veloppement que nous alions <5tal>lir, en 
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nous appuyant sur le l^inino suivanl, connu sous le noin dc 
fheorime de Laurent: 

Sait f{z)4,ine fonclion syncctique dans lacouronne cir- 
rulaire comprise cntre deux cercles c, d de rayons r, d 
ayant un centre commun a \ et soita-\-t un point quel- 
conque interieur a celte couronne; /(a -{- /) sera repre¬ 
sentee par line s(hde converpente de la forme 

W — OC 

/(«-^/)-= 2 A,,,/"'. 


Soient, cn effel, c ol {fig- > 0 ) les d(*n\ rercles qni li- 

Fl^^. io 



tiiileul la couronne; y un cercle iiifininienl petit entouranlle 
point a -h /. On aura (t. i, a*' 2()()) 


f {a t)z=z. 




ih 


ou, coinme f{^) Cbl s>neclifjuc enlre les rercles r, c\ y, 


f{a -h 0 - 


1 /* f[-)dz 

z — a — t 


2Tiij^ z — a — i 


dz. 


Dans la premiere iulegrale, ou pent eciire 


■«« 




i 


z — a 



-i- 


fn -1 


fn 


(z — (0" (r—— O 



mconw nnxm 

tl, dms la seconde, 
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1 a 

I 


(5 —a)**-* 


5 —a —I i I* 

Substituaat ces valeurs, il viendra 


(J 5 —<l)« 




f{a -4- 1) — R»-f- RJ,, 

— n 

en p0$a&t, pour abr^ger, 

R f r {z-aYf{z)ih 

^ aTTi — — o’ " 2ni J^„ V^{z 

fJMh 

2T:iJ (z — a) 


f{z)f^ 


cetle demi^re int<^grale devanl ^Jre prise sur le cercle c si 
mjo, sur le cercle c' si m <C o. Mais on pent supprimer celte 
ditr^rence et prendre ioujours Tinlegraie sur le cercle exte- 
rieurCyCarla fonclion a inli^grer esl synectique entre les 
deux cercles. 

Faisons lendre n vers oo; il esl aise de voir quc R,i el 
tendront vers z^ro. En effet, sur c, on a 

\z^a\z=zr>\f\, 


et, end^signant par M le maximum de |/(s)I sur le cercle r, 


d’oii 



|/|«M 
r-[r ^1^|] 


2 7rr, 


IimRrt= 0. 


On a, an conlraire, sur c' 


— o ! = '''< 1^1, 

ett d^signant par M'le maximum de |/(5)| sur </, 

I 


K\< 


limRrt=s:04 


27rr, 



m GOIIPLBXSSI. 

Ob a done, aimi que nous Tavons annonce, 


Sai 




305, Ge d^veloppement de /(a -h 0 serie, suivant les 
puissances positives et negatives de l, ne peut d’ailleurs 
s’cfl'eclucr que d'lme seule mani^re. 

Supposons, cn effet, qu’on ait obtenu, par im proced^ 
quelconque, un autre developpemenl 

/(« + 0 - 

En le comparant au precedent, il viendra 

Divisons cetle identil<5 par el integrons le long du 
cercle c. Cliaque lerme aura pour int^grale indefinle une 
fonction rationnelle, qui reprend sa valeur primitive lorsque 
Ton revient an point de depart. Son iiitegrale deBnie est 

done nulle. Ilya exception pour le lerme en » lequel a pour 

coefficient — in et pour integrale ind^finic( — A^) log^. 
Son integrale le long du cercle sera (B« — A^,) 21 x 1 . On aura 
done 

= 0, d’ou 

Cette relation ayant lieu quel que soil /t, les deux deve- 
loppements scront idenliques. 

306. On peut incidemment d^duire du th^reme de 
Laurent -la consequence suivante : 

»E Fourier. — Soil f{z) une fonction de z satis- 
faisant d ia relation 

f{z llw) ^f{z) 


L II, 
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et qui rt^ait aucttn point critique dans lu bandc comprise 
enlre deux droites par alleles Ij, U, faisant avec I* axe 
des X un angle igal d Pargument de aw. On aura dans 
cette bande 


(a) /(-)■ 


t 


/{a)^a, 


I d^signant une droite de longueur aoi parallele a L et L\ 
et situee arbitrairement dans la bande. 


Posons, ,eii efFet. 

^uT' I* » w 1 

e d oil z:=:z —ilogw. 

ra ® 

Lorsque z se displace sur une parallele quelconque aux 
droites L, IV, son affixe croU de la quanliti^ t reslant 

rt^el et variant de — oo a -j~ oc. Ce rhangemcnt inulliplie u 
par le facteur quanlite donl le module est i et rar{i;u- 
ment 2 Ttt, La variable «, ayanl son module coaslant, tonrnera 
sur un cercle ajant son centre a lV>rigine, el fera une revolu¬ 
tion complete chaque fois que z aura crd de 2 ( 0 . 

A chaque valeur de z contenue dans la bande situee entre 
L et \J correspondra tH idemmenl pour u nn point de la oou- 
ronne circulaire comprise entre les cercles C el C', respec- 
livement correspondants a L ct a 17. Chaque point de la 
couronne correspondra d’aillcurs a une infiniti'* de points 
didiirant les uns des aulres de multiples de 2 w; mais a tous 
ces points correspond une m^me valeur de f{z), envertude 
la pi5riodicitt5 admise. Done /(s), regarded comme fonclion 
dew, sera monodrome dans la couronne consid^r^e. 11 est 
d’ailleurs Evident qu’elle n’y a pas de point critique. On aura 
done, en appliquanl le th^oreme de Laurent, 

« » mtt/g 
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di^signant Tink^gralc 


JL fliH 

2TtiJ 


da 


prise le long d’un eercle arhitraire c conrentrique a C, C' et 
contenu dans la cotirorine. 

Subsliluant a ii sa valeur en cette int^grale se transforme 
(^videiumenl en 


I 

2 ft) 





dz. 


I rcpresentanl on irongon d’amplilude 2 fo pri^ sur la droite 
eorrespondante a c. 

On aura done, en rom[)laeanl la variable de sominatlon z 
par line autre lettro a, afin d’e\iler la confusion, 





in I Tcg m/ Ti g 

~ (i> f fO 

e doc e 


(g —ai 

/ioi)doc. 


11 ne restera plus, pour obtenir la formule ( 2 ), qu'a rem- 
placer Ics exponenlielles par leurs valeurs en sinus et cosinus. 

Ce (bHeloppeinent d’une fonction cnscnie trigonoinetriqiie 
a dt^ja elabli au Cbapitre V, inais dans des conditions 
toules diffi^renles. II iie s'appliquait alors qu’aux valeurs 
r^elles de la variable; en revanche, il laissait plus de latitude 
pour la nature de la fonction/(). 


307. Soit rnaintenant a un point critique isole d’line fonc¬ 
tion inonodrome/(s). De a comrne centre, on pent diicrire 
un cercle c ne contenant aucun autre [loint critique, Soit 
5 = a 4 -/ un point quelconqiie autre que a pris dans ce 
cercle. On pourra tracer un cercle c' concenlrique a c et 
auquel z soit ext^rieur. Enlre ces deux cercles f(z) sera 



1 
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sjraectique, el i’on aura, en verta da thdor^me de Lanrent, 

m m 

/{z) — dt)^, 

^ ae 

ce d^veloppement restant convergent dans tout le cercle c 
(le point a excepte). 

Si la s^rie pr^cddente est limitde du cAt^ des puissances 
negatives, le point a sera un pole; sinon, ce sera iin point 
critique essentiel. La s(?rie pent ^galeinent Atre liniitAe du 
c6t^ des puissances positives. Dans Tun ou I’autre cas, on 
pourra g^n^raleinent determiner par des procAdes directs 
(notamment par la inethode des coefficients iiidetermines) 

les coefficients de la serie, et specialement celui du terme en 
1 

z — a 

Ce dernier coefficient se nomme le residu de f(z) par 
rapport au point critique a. 11 ofFre une importance parti- 
culifere, resultant du thAorerae suivant: 

308* Thi&oreme. — Soient /{z) une fonction mono-- 
drome dons une certaine region du plan; k un contour 
fermi sans point multiple^ trace dans celte region et ne 
nontenant dans son intdrieur que des points critiques 
Isolds a, a', * ^* On aura 

j /(s)dz 2 A' j 

dk 

A ^ 4 , Al,, * * * designant les rdsidus relati/s d ces points 
^ritiques^ et Vintegrate dtant prise dans le sens direct. 

Eniouroiili, eo effet, ces points critiques par des cercles 
infiniment petits c, c\ .... La fonction f{z) Atant synec- 
liqnc dans la region comprise enlre ces cercles et le con¬ 
tour on aura (t. I, n® ^5) 

z ) dz 'zaz (a ) ds ^•/*( ^) dz *4“ .»# 
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Mats on a, aux environs du point a, 

/(z)==zlh^(z-^ay- 




ItitiJgrotts cette s<5rie le long du cercle c\ Chacun da ses 
ternies aura pour inl^grale ind^finie uiie fonclion ratioii- 
nella de z at son inu^grale dc^finie sera nulle. 11 j a excep¬ 
tion pour le terme A^i(5 — < 2 )"“*, dont Fintt^grale indi^finie 
sera A„f log(^ — <Tr), et I’int^grale d('dinie 2 tc/A On a 
done 

y‘/(=)rf5^27t/4_,. 


On Irouve de ni^me 



et, par suite, 



= 27 r/(A_,-<f- Al, 4-...). 


309. Cc thdoreme fournit une m^lhode f^conde pour le 
calcul ou la transformation des intt^grales d^iinies. 

Soit, par exemple,/(5) une fonction jouissant des pro- 
pri^t^s suivantes : 


Elle est monodrome et n’a d’autres points critiques 
que des p61es dans toiite la region du plan situee au-dessus 
de Taxe des x; 

a** Si elle a des points critiques 6, i/y ,,. situes stir cet 
axe, ces points scront isol^s, et /{z) pourra, aux environs 
de I’un quelconque d’entre eux, tel que 6, se metlre sous la 
forme 


(i) 


Bt B, 

(;j (5 — 


Py 


constanies r<5elles au moins ^gales k i 
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et le teste p <Stant tel qu’on ail 

lim(5 — 6)p=:o, pour z^h\ 

3^ Enfiu elle pent t^galement se metire sous la forme 

. .-4- cr, 


pi, Pa, .. . etanfe^an moias egaux a — i, et le resle cr ^^tant 
tel qu’on aii 

Hwjsormo, pour =r oc. 

Inl(5grons cetle fonclion le long d’un contour forme 
{fig* 3i) : i®d’un demi-cercle C de rayon infini R, ayant 

Fig. 3i. 

' I 

/ 

/ 

/ 

/ 

r 

_ ^^ _ ! 

h oi 



pour centre Forigine el pour diainctre inferleur I'axe des x; 
a® de ce diam^lre, a Texception des portions avoisinaot les 
poinls critiques l/^ 6', ... duxquelles on substitiiera des 
demi-cercles c, c', , . ., decrits de ces points critiques cornme 
centres, avec des rayons iniiniinent petiis r, , 

Uintegrale prise suivant ce contour cst ^gaie (308) i 
2 iriSA, SA repr^sentanl la somme des rcsidus relalifs aux 
points critiques contenus dans le contour. 

Or cette int^grale se compose: i" des int^grales^? jf* 

,,pri.es.„i„mle.d...i-c.rcl.,;a-den„Ug™le_(. 
prise Buivaat les portions recliiignes du contour. On aura 


£' 



done 
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Cherchons ce que devient ceKe ^quation^ lorsque R tend 
vers 00 et /*, r'^ , ,, vers zero. 

L’int^*grale ^ a pour limite, par definition, la valeiir prin- 

cipale de Tinl^rale J f(x)dx, et, par suite, cette inte- 

grale elle-m(^me, si elle a une valour d(^finie el d^terminee. 

La soinnie SA s^Hendra a tons Ics poles sitings aii-dessus 
de I’axe des x- Ghacun des terines qui la coinposent se cal- 
culera par un doveloppeaient on serie facile a elFectiier. 

Enfin les inlegrales / > / > • ) / sont aisf‘es a calculer. 

* V c. 


On a, par exeniple, 


n. 


{z — 6)?i 


sj (iz. 


Or on a (297 ) 



D’alitre part, si 



B, I r’+'- 

I —(3, (3 —■ 


el si = I, 





•P.-I 


> 


= [H, log(3 - 6)U+'; 


L’int^grale de ce terme sera done niille, si estunenlier 
impair > i (car on aura, dans ce cas, i — 
dgale ii une conslanle, si pi = i, el, enfin, de la forme 
dans lous les autres cas. 
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On pent calcuier de i»£me rini^grak de chacundes aulres 

termes > *... La somme de louies ces tnt^p*ales »c 

rddtiira k z 6 to ou k iine constante, si toutes les quantiles 
,. sotit des entiers impairs. Dans le cas contraire, il est 

ciair que^ en faisant tendre r vers z^to, Tint^grale jT f{z)dz 

tendra Ters00, et, par suite, la valeur principaie<ie j f{: 3 s)dx 
sera elle-indme infinie ou ind^terinin^e. 

Oil peul calcuier de in^me chaeune des int^grales / > 

%,U'* 

On a enfin 

j Jf^{i M, () dzm 


D’aiileurs (297), 


rdzziio. 


D’autre pari, si p, > 




Cl si Pi = — I , 


p,-+-i 




jrM,^ = (M,Jogs)ir'‘=M,7ri. 

L*mtdgrale sera done nolle si pi est un eiitier impair >—* i; 
eonstante, si pi = — i; de la forme dans tons les 

atitres cas* 

Done j*/{s)dz$e r^duira a z^ro ou k une eonstante si pi, 

p9^ «^ p sont;des entiers impairs^ Dans le cas contraire, eile 
lendra vers oc? en inline temps que R, et la valeur principale 

de I y(-s!^)il^ sera inlinie ou ind^tertnin^e. 
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3t0. Fosons ^ litre d’exemple 


/(^) = 


I — z 


a ^tanl compris enlre o el i, 
Si 


z m p(cos?j> H- i sin cp), 


329 


on aura par definition 

p« [cos (a — i)q -4- i sin (rt — i)<p]. 

Choisissons celle des branches de la fonction oil © est 

♦ 

compris enlre o el tz. 

La fonction /(z) ainsi definie satisfait aiix conditions du 
n” 309; elle a deux points critiques, o et i. 

On aura done (Jig* Sa) 

val, princ. -h jf 

Or z/z tend vers zero pour j = o et 5 = 00 ; done les inte¬ 
grates suivanl C et Co sent nulles. 

tig. 



PosatJl d’autre part 5 =: 1 - 4 - A, on aura 






a 


14”., 


Done le point \ est un pdle, de r^sidu 1 et Tintigrale 
$iii¥aiit <?i sera — izi. 
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D’aiitre part, I’int^grale du premier membre se decompose 
en deux autres : 

f «/■• 

Dans ia premiere, qui a une valeur d^lermin^e, 5 = — p, 
o = II, 


.a-l 


• dz : 


1 “f- p 


(coserir /sinar:) flfp 


et p varie de — 00 a z^ro. 

Si done nous designons par I rinli^grale J" - do et par 

la valeur principale de la seconde j ~—laquelle 

Jo I — -5 

est r^elle, on aura 


(cosuTT ~l” isinaTC)! -4- K^: 


711 , 


d’ou, cn ^galanl separ^menl les parlies readies el les parlies 
imaginaires, 

IH-p ^ SinaTT 

i cosaTT ^ 7: colnrTT. 

Soil b line auire quanlili^ comprise comme a enlre o cl 1 . 
On aura de m^me 

K^rzrTl COl^TI, 

d’o6 


val. princ 


j r ^I. 
r» ^ 


-dz z=zKa — = 71 (cota71 — coI^tt). 


D’ailieurs, z = i n’6tant plus un p61e pour la nouvelle 
fonction ^—» cette valeur principale n’esl autre que 

I’inl^grale elle-mfime. D’oi cetle nouvelle relation, decou- 
verle comme la pr^cddenle par Euler^ 


r 


1 


^5 rr Tt{CO117 7t ^ CO16Tt). 
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311. Soil, en second lieu,/(z) une fonclion qiii salisfasse 
atix conditions du n® 309 ct qui, de plus, tende vers z^ro 
pour 5 = 00 . 

Considc^rons I’inlegrale j*e^^f{z)dz^ prise suivaol le 
m^me contour qu’au n® 309. (in aura encore 

val. princ.y^ e^^/{z)dz ^ 27 ti^ A^ 

Les iiit^grales pourront se calculer comme tout 

a l^heure, car la fonclion poiivant etre d^veloppee suivanl 
les puissances croissanles dc si f{z) pent etre mis 

sous la forme (3), if en sera e\ideinmenl dememe de 

Quant a l’int(^grale / > clle aura pour limile zero. Soit, en 

effet, p le maximum du module de /(z) sur le demi-cercle 
de rayon R. On aura sur re demi-cercle 

z 3 = R(cos<p -f- i sin 9 ). 

(p variant de o a tc. On en deduit 


on aura done 


,jtz j --- I Uco<i9-~R<un9 j — Ruin 9 


\dz\ ds H r/ 9 ; 


p e“H <^9 “ ^ H r/9. 

TT • 55 CP 

Or, entre o et sin cpc - Le module chercln^ sera done 
’ 2 * t: 


moindre que 


: j e ^ ^Rf/9 3z:2p^(l 


Or, pour R = 00 , p tend vers z<5ro, ainsi que done 

cette expression lend vers zero. 
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31Si. Soil, par eiemple, 

/(^) 


« -4.. S* 


-t* 


G^tte fouction a un pdle z = ai au-dessus de I’axe des x et 
a^a aueun point critique sur cet axe. De plus, l^’nt^grale 

£ ^ijc 

d^termiii^e. EHe aura done pour 


vaieur airiA, A d^signant le r^sidu de 


— par rapport 


a* 4- 

au pdle ai. Or, si nous posons s = 4- /e, cetle expression 


devienl 

e'"(i 4- ih ~t-.. 

.) _ e-" I 


2aih -f- A* 

2ai h 

Done 




A : 

aai 

et 




a* 4- -r* 


Sdparons encore, dans cetle Equation, la parlie rdeile de 
la f^rtie imaginaire; il viendra 


£ 

/: 


COSJ7 , TT 
-- 

a* 4- a:* a 


sinx 


■ 


dx ^ o. 


313. Di^eloppement de coin. — La function cot55 jouit 
des deux propri^tds suivantes: 

I® EUe est impaire; 

a** Son module ne pent surpasser un nombre fixe p sur le 
p^iindire d’un carrd ABCD {Jip* 33) ayant pour centre 
et pour cdld ^ i)r.^ n dlant un entier 



On a en effct 


CdItfLKXES. 
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Notre proposition esl done elablie, si roii prend pour jx 
un uombre quelconque > i. 

Fig. 33, 



0 e la combinaison des deux propri^t^s pr^c<?denle8 on 
coneliil que Tint^grale 



prise surle contour A.BCD e$t infiniment petite. 






rAiTiB 


€SiPITltB VI, 


cff^t riniS^ale du premier terme esl rigoureusement 


colt 


nulle; car la foncUon paire, deux ^l^ments de 

sj^i^lriques par rapport a rorigine se dtStruisent, 
p’aulre par^, siir le coaloiir d’inl^gration, deal la longueur 
8/>, I 5 1 esl au moins egal a p ; done 


/ « col z 
z(z — u 




—iwi) 


8 /?, 


col:r 
z — u 


(|uantite infimmenl petite. 

Done la somme des residus relatif^ aux poles de 

int^rieurs au contour est inliniment pelile. 

Or ces poles sont : 

Le point z = w, a\ec le r<mdu eolw; 

2 ® Les points z =: mz^ n \ariant de —m a -f-m. Lcs 

residus correspondanls sont 


tn: - ft 


On aura done a la liuiite 


cot a 


4 nt 

Inn y -!- 

^ m: — u 


o, 


ou, en r^unissant ensemble les lerinejs qui correspondent a 
deux valeurs oppos^es de //, 


cot« — ~h V* — 

ft Ati iP 

t *4 


? u 




jt 

Oiitrouverait, par tin precede analogue, ledeveloppement 
de tout© eitpression dc^ forme hin-'^+' « oos^'i^m, ou X, p sonl 
des entiffs tels que ), 4- p soil n6galif. 


4 ..If 


Sommes de Soil 








Pr 
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$ et n ^tant des eiiliers. Gherchons la som 0 ie ^ 

/I—t 

On a ‘ . ' _ 

- - 

\ n ' rp 


* H~ S - - 


Ts. 


On pourra done ecrire 


'S/t d^signaiit la somme 

- 4- T, 4- T, -H... -f- - 

2 

ou !e dernier lernie doit (Hre supprime si n esl pair. 

Formons line fonction admeltaul pour poles les iiombres 

T 

enliers 5 ct lellc que Ics residiis oorrespondants solent-jj^^» 
La fonction 

ITIIS’ 


/= 


satisfdil a oes conditions; car aux environs du point s on a 








2rJh 


"Kis^ 

n 

e 1 
*}. TT i h 


lnl<5grons cette fonclion le long du contour figure 6i*-apres, 


ou 


An = i‘.*' 

% 


■0A = 0D = 9 j(quBnll}|4 infinie), 

BC, PG deim-cercl«s de rajonliMptniment petii; e. ^ ’ , 

L’mt^grale esl^g»{e4ja somiti^ 4®* rcsidus relatifs'«a|. 



186 twmmi — OMimitB vi. 

pdl^^int^rteurs tm coBtour^ multipli^e par %7ti^ soil k 


.-In 



Mai$ riat^grale suivant le demi-cercle BC (dans le sens 

F.g. 3',. 



retrograde) a pour valeur 


airTfo 

*iizi 



L’lntegrale suivant FG sera de meme egale a — 
On awra done 



{ deitgnant la somme des integraies prises suivant les parlies 
reetilignes du contour. 

Or sur i^horaontale HA on a 5 = a: 4 - x variant de ^ 
A i^ero. La foBCtion/? deyient 

s 0 
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_ iZLH* 

Le module du nuiiu^raleur est e " ; celiii du dcnomi-^ 
nateur est an moins ^gal ^ la difference entre les modules) 
de ses deux termes, soil 1 — Lc module de Pint^grale 

aura done pour limite superieure 


n iTZf/ » 




quantile iiifiniinent petite. 

Sur riiorizontale DE, z ~~ a' — x varic de zero ^ 
le module de /z a pour limite supfu ieure 

e " 

— , 


et celui de I'inttSgrale a encore la meme limite supe- 
n 

rieure 7 -- 

I TTY 

Passons ajux c6tes vertioaux. Sur I'axe des y on a 5 = 
y variant de q a e, puis de —e a — q. L’integrale sera done 



Interverllssons les limiles dans la premiere inlegrale; 
ehangeons >' en —y dans la seconde el reuuissons les deux 
fonctions a int^grer; il vienl 



Or on vojt sans peine que la parealliese se r^'duit a la 
eonstante — 1 , l^’inlt^grale eliereln^e se r(^duira done a 



J. --- n. 


aa 



-- CMAPITRE VI. 


pour £ « o, y = QC, a 


f e ” 

« 

Enfiii, sur 1« dernier c6ti4 du rectangle, 
y variant de — q k — e, pnis de e a D’ailleurs 


fzdz: 


fL 


i%t,n \» 


»K1 ( - <-!>•) 


-trfy. 


> 

% 




oU| en developpant et reinarquant que ~ i, — t% 


/zdz: 


(— |)« e I 


11 fau^ajouter les*^deut int^giales prises de —q 4 —el 
<|a c*$ ^.^Potir les rainener aux in4mes JiiniteB, dlangeons^ 
dans la premiere f ed y et inter\erlissbns les hmiteg. l-a 
sommie chet-ch^e devient - 

* 4 

.lllyt r %%y ^ q 


* 


on, en^p^tnarqnant que la paientliese se r^duit a (— i 

et faisant s zsr o, // =: x, » 




mt 


r"'^^ f c " r/>. ,* 

' 0 

4 


(t"+t r 

'On a done finalement 

S,= 21 ,*^ i I e dy, 


/ jj, 

0(1^ ca poBjint y ^ ~ ^ 


r r* 

S»=i 4-/ e ‘''dje. 


•V^ pm pos^vement. 
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, Reste catealer la conslante 

' r 


Oa y parvicntea donnant a n la valeur particuliere n = i, 
0» a dans ce ras 

^ 84 ^=: 1 -t- - 2 (H~ O* 

La fojfmule gen^raJe devient 


a(i z). 


t/j: , 


d’oi 


4 l r. 

\/nt.U 

n 

/ —7—1' - 0 - 

* * m 

Substiluant cette valeur, on a (inalemcnt 

^ ( 1 -+- i ( 1 -h f )^kl # 

~ - - - 

m 

/ * * » 

315. La valeur de l'inl<§grale 1 dj pouxraU eacoie 

^8'oi>tenlr de ia inaniere suixiinle . , 

•* 

« I 3 » 


^ I 



Int^grons la fonclion le long du secieur circulaire OAB 
reprisent^ ei-dessu$ (Jiff* 35), OA = R ^lant injini, 

I-a fonction n’ayant pas dc point critique, Lint^grale 
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sera nulle etFon aura 


j 

^BO 




Or, sur OA, Z'=z quantile r^elle et^l’ipl^grale esl prise de 
z<5ro k 00 . Done 




Sur AB, on a 

= R (cos<f> 4- /sintp), 

f variant de zt5ro a 

Done 

r. 


f 1 

H* (coR2 9 -h<*ln' 29 ) ^_ 

- sinep -H i cos^) ^/<p. 

•Ab ‘4 



Celle expression 

est inflnimenl petite, 

car son module est 

plus egal 4 

•n 



r H rfcp 

^0 



. TC ^ , 

ou, en posant o = - — a 

H ^ 


TC 



* 7r • .2 

Mais entre z^ro et -> sin^ est au moins tSgal a - Done 
la valeur de I’integrale pr^c^dente ne peul surpasser 


quantity qui tend vers z6ro pour R = oo . ’ 

( TC t f 7C 
COS ^ 4 -1 sin ^ 

p variant dc oo 4 z6ro. On aura done 

r.= (™.J*.-.inl)_£V'PVp. 
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On aura done 


-h^cos j 4- « sin^^ J e“'P’ dp — o, 


ou, en multiplianl par cos 7 — / sin 7 > 

4 4 


f ~ y/jT fcos7 isin 7^ ~ (i — i), 

J, ^ \ 4 4 ; 

S^parons, dans celte relation, le reel dc Fimaginaire; il 
vient 

cosp^dp— I sinp‘^r/pz_; -!r* 

On relrouve ainsi la valeur des inl^grales de Fresnel. 

316. Integrons la I'onctioii (ou a est positiO le long 
du rectangle ABCD {Jig* 36) de hauteur h el de lon- 

Fig. 36. 

//! 


A 9 ^ 0 r ^ 


gueur /? - 4 - y. L’int(^grale sera nulle; on aura done 

/' 44 -/=° 

^'ab *^'bc ‘ ei» *^nA 


et, par suite, 


‘^fK: *^AI) •^AB *^BC 


Mais si /? et r/ sent infinis / et / serontinfiniment perils. 

fiC ''' Al> * 

En efTet sur BC, par exemple, on aura zz=zp^it^ t variant 



$BGON08 PABTIE 

de ziro k A, d^ou 


G»Ai»iTRB rn 


I j rr I I = 


‘'rc 


0-<fip^^A^\ /l^ 


quantity infiniiuent petite. 

D’autre part, on a sur \B >3 = jc et sur BG z — x-^ ih^ 
X ^iatit r^el et variant de — a> a -h oo. I>a relation pr^c^dente 
se r^duit done a 




v'ti 

\/a 


On en deduil 


/ 


0 V ^ 


Posant ah = h et separant le reel de Fimaginaire, il vient 



^cos2hxdx ^ 
%ir\ 2 bx dr 


/;* /- 
^/a 


t 


La premiere de ces formules avail d^ja el6 (^tablie (200). 
La seconde est evidente, la fonction ainl^grer^tantimpaire. 


317* Int^grons la fonction 

T// 

e^*—i 

le long d’lrn rectangle ABGD de longueur /; 4- y et de hau¬ 
teur a ayant son centre k I’origine (Jig* 3«). 

Les p61es de la fonction sent aux points ou s est un 
entier n ; le residu correspondant sera 
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On aura done 


/ 


pt'Kiz _ I 




la somme AlBCD s'^tendant a lous les p6les coutenus dans le 
rectangle, 

. r.g. ^ 7 . 



9 


.9 

.t 




t 

0 

- 

JC 

A 

B 


Si I’on suppose /> = m 4- - , y = in -f- w, m! tHanl des 

enliers infinis, la somme du second membre s’t^tendra 
de /? = •— 00 a « = -4- 00 . 

Calculous, d’aulre part, I'inlcgralc du premier membre* 
Sur BG, on a 3 == p iy^ y variant de — 1 a -4- i, 

I , I ^ I %Y ^ I ! > I, 

^ f,-nn(p^ ~Y* ^ ^ TTrt 1)^ 


quantity infmimenL pelile. La longueur BC ^lant egale a 2 , 
rint^grale suivant BC sera infiniment petite. 11 en sera de 
m^me pourl’inttjgrale sui\ant DA. 

Resle 4 (^valuer les iulegrales suivant les colds horizontaux. 

Sur AB, z = X — «, X variant de — co a 4- 00 , Le module 
de sera quantile >> 1 . On pourra done developper 

Suivant les puissances dderoissantes de on 


aura amsi 


AB ^ 

V rt ' A 


= 2 £- 


dx^ 
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Mais, d’apres le nuinero pr<§c^dent, 


7 !'} 


a une valetir independanle de n el^gale a Done 

\'^ 7 r a ya 


.L=±^ 


Enfln, sur CD on a = a: -f* i\ x varianl de -f- oo a — oo . 
Le module de est e~'^^ qrtanlite < 1 . On d^veloppora 

done — — j -suivant les puissances croissanles de On 


aura ainsi 


, ^2«TCf(X + / 


Changeant le sens de I'inli^graiion, on supprimera le 
signe — et Ton aura 


ao * 

I zrz: I e ^‘’nTC/fr-f / 

Ji 1) “ 

0 

— ^ j e e 


n Trn* 


e dr 


^ 0 


R^umssant ces deux inti^grales, il vient 


formule int^ressante due k Cauchy, 

318, Consid^rons, en dernier lieu, lafonction 


/(^) = ^ (W eHUer pOSitif). 

zn^x yi — %3ri ^ ^ ^ 


4 
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lnt^grons4a le long d’un cercle c {fig, 38) de rayon r infini- 
ment petit, d^crit autour de I’origine. 


Fig. 38 



L’inU^grale sera ^gale au produit de par le r^sidu de 
la fonction correspondant au pole 2 = 0 . Mais on a, en se 
teiiant a celle des Yaleurs du radical qui se r^duila 1 pour 

Z ==: O, 

. .. r- I -f- X , Z -f- X 2 “ -4 . . , 

y I — 2,Z^Z “H 2* 

X<, X;/, ... dc^sigiiani les polynonies de Legendre {Cal- 

cut differenliel,^ 273). Divisanl par on trouvera e^i- 
demmenl pour residu X„. On aura done 

v«- —. f 

'3 TT i * y I — 2 ,T2 2^ 

319. Le radical s/ 1 — 2 a'z-i~z‘^ s’annule pour les deux 
valeurs de z qui onl pour affixe or = a? ~h — i et 
a'—x — —I. Entourons ces points par des cercles y 

et y' de ra\ons infiniinenl petits p et p'; joignons ces cercles 
par une droite mm' dirig^e suivanl la ligne des centres et con- 
sid(5rons le contour K form(5 par la droite mm'j le cercle y^ 
la droite m'm et le cercle y. Soil, enfin, C un ceixle de 
rayon infini tracd aulour de rorigine. 
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La fonotion k int^grer resle monodromc dans I’espace 
compris enlre les contours G, K ct c. On sait, en efiei, que 
le radical change de signe lorsqu’on tourne atitour d^un des 
points critiques a et a'; mais, tant qu’on ne traverse pas la 
lignevnm', on ne pourra tourner autour d’lm de ces points 
sans envelopper I’autre en m^me temps, ce qui donne un 
nombre pair de changements de signe. 

On aura done 


f=/*/=/*/ -/-/ -/• 


320. Or, lesinl^grales f ^ f ^ f 

Jq 

limite zero (297). 

D'aulre pari, les inlegrales / ct / 

%/ mw' J m 


^videmment pour 
sont egales; car, 

'tti 


anx points correspondanls, la fonction a inl^grer est la m6me, 
sauf le signe, qui est change par suite de la revolution opt^ree 
aiilour d’un point critique, el la diirereiUielle dz a ^galemeiit 
chang<i de signe, le sens de I’integratioii ^tant renverse. 

Les points m et m' tendaut d’ailleurs vers a et a\ ces 
inlegrales ont pour limite commune Tintegrale 



dz _ 

y/1 — 2JCZ -h -T'® 


prise en ligne droite de a k a\ le radical devant 6lre pris 
avec la valeurqu’il poss^de sur le c6t^ droit de la Hgne aa '. 

Changeons de variable en posant z — x-\- s/x'^ — i cos<j>. 
II est clair que, lorsque z parcourra aa', cos© variera de 
k — I, et y de z^ro k tt. On aura d’ailleurs 

dz \J,r^ — I sin <p dep, 

\/'t — 2XZ z^=z±\/i — a?* si n 9, 



Oonc 

( 4 ) 
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32!* II reste k determiner le signe k donner k riniegrale. 
Faisons I’hypolhfese parliculiere = i, ii vientJra 


I 

\fT'— 'XJtZ -f- 


rr: I ^ -s’* 4- . . , 


et, par suite, Xft(i)=i, Quant k I’integrale 
tnernbre, elle devienl 



du 


second 


G’est done le slgne -4- qu’on devra prendre. 
Supposons, au contraire, 07 ™— i. On aura 


v/- 


2,rz 


-f S'— 


Done X,/(— 1 )™(— l)'^ l/integrale defmie devient, d’autie 
part, 



(-0 


™ zn (— 


11 faudra done prendre le signe —. 

On veil done que le signe a prendre dt^pend de la valeur 
de 07. Cherclions comment 11 varie avee o;. 

II est lout d’abord evident que ce signe ne pent varierque 
lorsque x passe par une valeur qui arinule les deux membres 
de requation (4)? ou rend Tun d'enx disconlinu. 

Or Kfi est continu et ne s’amiulc que pour des points Iso¬ 
lds, qu’on pourra toiijours ^viler dans le passage d’une 
valeur de 07 a une autre. Quanta I’integrale du second membre, 
elle ne pourra devenir discontinue que si son denominateur 
s^annule dan« le champ de l’int<5gralion. II faut ct il suffit 

pour cela que soil r^el et compris entre — i et 4- i, 

— I 

» r’* » * 

et, par suite, que - -soil positif et < i. Cela n’aura lieu 

qua si 0 ?^ est r^ei et n^gatif. l-.’axe 0/ sera done la ligne de 
demarcation entre les valeurs de x pour lesquelles on doit 
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prendre le signe -h, et celles pour lesquelles on doit prendre 
le signe —. 

Si 30 esl purement imaginaire, la relation (4) est d'ailleurs 
Uliisoire, car la fonction a inl^grer devient infinie dans le 
champ de Fint^gration, et de telle soi te que Fint(f,grale est 
en rt^alil^ ind^terminee. Ce ddfaut de la m(^thode |)rovient 
de ce que la droite aa! passant dans ce cas par J’origine 
des coordonn^es, qui est un point critique de la fonction 

- -- - 1 il ne sailrait Ire questiond^int(''i(rersui~ 

vant celte ligne. 


322. Si, dans Fexpression 

nous changeons de variable en posant s = ~> d’ou dz=^ — > 

il viendra ^videminent 



1 r - 1'* dt 
Ji' s/* — '2xe 


Cd^signanl un cercle de rayon infini. 

La nouvelle fonction a inti'^grer restant monodroine enlre 
le cercle C et le contour K, on aura 



Dans cette derniere integrale, posons, coinme tout a 
Fheure, 

t z=za^ ^ — j cos (p; 

il viendra 



— dt 
2;rV 


^ 0 




I COS 




el, par suite, 

X„=:; 


- 

'^Jo 


■sfa 


\ COS 
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’ Pour .5P = t, il faudra prendre le signe Ce signe devra 
d’ailleurs ^Ire mainlenu, quel que soil car les denx 
membres de I’^quation vSont toujours continus. 

323. L’inK^grale 

Jo V--t' VI coso) 

que nous venous de considerer lout a Theiire, nous fournil 
I’exemple d’une inlegrale definie, dependaiif d’un para* 
metre j:’, el qiu change hrusquement de \aleur lorsque x 
passe lui-iueme par line valeurpour laquelie Tint^grale cesse 
dVHre determinee. (Test la un pheiiomene tres habitue!. 
C’estainsi quo I’iiitegralc 



ou /(v) designe une fonclion synectique dans rinldrieur du 
contour ferine K, est egale a zero si Ic point x est exlerieur 
a K., et a :>.Tzi/\x) s’il est intcrieur; elle est indetermin^e si 
X est snr K. 


324. Considerons plus generaleinent rintc^gralc 



Ik 

OU 1^ designe une ligne continue sans point multiple, F et G 
des fonclions enllores. 

Donnons k x une valeur parliculitTe ct soient u,, V 2 , - 
los racines de T^qualion 

(5) G(54)-rrO. 


Chacune d’elles variera, comme on sait, d une fa^on continue 
avec 5* Si aucune d'elles n’est situec sur la ligne L» Finto- 
gralc considiu*<5e aura pour les valeurs de x voislnes de ^ une 



mmmtt VAtrm, 
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m 

valeur cl^terinini^e, ei repr^entcra une fonciion syneclique 
de jt?, dont les d^riv^es successives pourront s’obtenir par la 

derivation sous le sign« f • 


328 . Supposons au conlraire, que, pour =rr l^une des 
racines Ci, par exemple soil siluee sur L. 

4dmeUoiis d^aitleurs que ne coincide pas avec les extr^- 
mites Of, b de la ligne L, et que ce soit une raeine simple de 

d 

requation ( 5 ), de telle sorie qu’on ail — G(t^i, 


L’integrale J sera indeterminee; mais, si Ton rempla^ail 

la partie mn de L voisine de si arc de courbe peu 

difl'erenl mpn ou mqn {Jig- Sq), on obllendrail deux nou- 


Fig 39 



velles lignes ampnb= L|, amqnb = L^, le long desquelles 
riutegrale aurait une valeur deterininee. Entre ces deux 

lignes, la fonclion ■■■■ 4 - adniel iin seui point critique 

5 i ui environs duquel on a 

F(?,4)) + .... 

Ce point est done un p 61 e, auquel correspond le residu 
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et I’on aiara 






dz 


=;: CiTT/A* 


D^ailleurs chacune de res deux inte 



variera 


d’une fac;on continue avec x (aux environs de ^ = ^). 

A. cliaque valeur de x infinimenl voisine de $ correspond 
line quantity racine de Tequation 


G(s, x) “ o, 


et infinimenl voisine de Si* Supposons que x varic dc telle 
sorte que lorsqn’il franchit la valeur 5, qui franchit an 
in^mc instant la valeur passe de la rt^gion niqn a la 

region mpn, L’integrale / s’acrroitra brusqiiement de la 

quantile 2 tci A. Considerons, en etlel, deux valeurs x\ x” de x 
infmiment voisines rune de Taiilre et comprenant enlre ellcs 
la valeur Pour x = .r', ^tant silue dans la region mqn^ 
il n’existe aucun point critiqne entre les lignes L et L| : on 
aura done 



.r') 



x') 


dz. 


et, a la limtte, I’inti^grale du second meinbre variant d’une 
fa^on continue, 


iirn 




_ r 


(h. 


Pour X = x\ Zi etant situe dans la region mpn^ ce sont 
les int^grales suivant L el L 2 qui seront (^gales, et I’on aura 


IlMI 



fll 

X^) 



0(5, ?) 


dz* 


t’int^grale J eprouvera done, d’un c6t6 k 

Taiiire de la valeur x = 1^ iine discontinuite ^gale k air/A* 
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326. Remarquons toutefois que jp = $ n’est pas un point 
critique pour la fonction analytique quo repriSscntait TintiS'- 
grale. C&f si Ton suppose que la lignc L, au lieu de rester 
fixe, se d^forme progressivement au moment ou elle serait 
pres 4’'^tre atteinte par le point variable I’int^grale prise 
suivant cetle ligne mobile restera continue, ainsi que ses 
derivees. Or on pent toujours eviler la rencontre entre la 
ligne variable et les points racines de requalion 

G(s, = o, sauf dans les deuv cas suivants : 

i'* L’un des points ••• iGiid vers Tune des extre- 

mit^s o, b de la ligne 1^ (lescjuelles reslenl fixes); 

2 *' Deux racines , Z 2 j situ(5es de part et d^autre de L, 
tendenl a se confondre en une seule racine double. 

On voit done qii’a la condition de deformer a propos la 


ligne L d’lntegralion, I’inl^grale consider^e comme fonc¬ 
tion du parametre or, ne peut avoir de points critiques que 
pour les valeurs de jc pour lesquelles on a 


G(u, ^)r-0 ou G{b,x)z=:o, 


ou simultan^inent 

G(-J, X) r- o, 



o. 


II. - Int^grale de Cauchy. 


327. Soient f{^) une fonction qui, dans rinlerieur d’un 
contour ferm^ K, n’admette d’autres points critiques que des 
p6les; ©(s) une autre fonction syneclique dans rinterieur de 
ce contour. Nous aliens nous proposer d’^valuer Tint^’grale 



/(^) 


4z, 


Pourcela, cherchons d’abord a determiner les points cri- 

fiz) 

tiques de la function situ^s dans rinterieur de K. 
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Soil a un point quelconque int^rieur k K; {p(z) ^tant 
sjnectiqae, on aura, aux environs de ce point, 

(p(^)=:r9(a) —a)-H- 

D’autre part, si a n’est ni un z^ro ni un p 6 Ie pour ^{z)^ 
on aura un d^veloppement de la forme 

/(c) rr Ao 4 -A,(:; ~ <7)-h . . . (A^^'^o), 


/'(c) — A,4-2 Aj(c — <7)-h... 

=iv<«) 

Done a est uu point ordinaire pour 

Supposoiib au contraire (jue a soil un zero de J{z)^ el 
soil m son ordre de multiplicile; on aura un developpement 
de la forme 

/(c) “ (c — — a)*4-.. 

el, en prenant la dt^riNee logarithmique, 

fjz) __ m -h ■> Vi( -3 -- g) -h». . 

/(r) c — </ \ 0 + ^ 1 (• • 

“ ^ ^ ^ 

. f' {z) tnoia) . . , . 

fiz) 

Le point a est done un p6le pour la fonction f(z)y^ f 

et le r^sidu correspondant est mf(a), 

Enfin, si le point or ^tait un p6le de/(«) d’ordre de mul- 
liplicite m, on aurait un de\eloppement de la forme 


/(c) — (C-- or)“"'| A,(c — rt) -4-. . 


et Ton verrait de m^me que a est un p 6 le pour ©(s) 
et que le r^sidu correspondant est — /;/ 9 (a). 




‘3 



3S4 BMcomn — cniPitnK vi* 

Gela pos<§, on sait (308) que Tint^gl^le cherch<^€ est^gale 
a ia somme des r^sidns relatifs aux poles de <p(5) con- 

tenus dans rinl^rieur de K.. Si done la fonction J{z) admet 
dans rinl^rienr de K les z^ros a/, avec desordres 

de multiplicity mi, m,, el les piles ot|, 
avec desordres demultipliciie [jli, [Xa, ..., on aura 

J ^is)=j^(i:—lrn.o{a,)—lfXif {«/.). 

Si les z^ros et les piles sent tons simples, on aura 

jh y' ®(«) —2?(«;!). 


On pent s’en lenir a cette derniere formule, car la prycy- 
dente s’en diduit en supposanl que pliisieurs ziros on plu- 
sieurs piles, primilivemenl dislincts, viennent a roincider. 


328. Supposons, en particulier, il viendra 


?r/ / J{z) 

' K 




^a, — 




Soil en second lieu = Chacuii dcN tenues 
f{aft) se ryduisanl 4 I’unity, nous aurons 




dz 



M dysignant le norabre des zyros a, et N le nombro des 
piles du (comptys chactin avec son ordre de multiplicity). 


320. itemarque. — Solent z^x f{z) — P 4 - ; 

on aura 



z:::: log(P 4- Ql) 4* consl. 

zr ^ Log(P*4- Q*) 4- / arc tatij^p 4- const. 
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En integrant suiv^oit le contour K, ie logarithme arithm^- 
tique rcprend la meme valeur aux deux Hrailes. D’autre 

part arc tang^se sera accru de (k —A')t:, k d^sJgnant le 

nombre de fois que ^ passe du positif au ndgatif endcvenant 

infini, el ^Me nombre des passages inverses du ndgatif au 
positif. On aura done 


(2) 


M--N— 

27:1 



dz- 


k - // 


2 


330. Application, — Soil 

/( 5 ) . .~zo 

le premier inembre crime ef[uation algcdirique. L’inl^grale 


JL fllSl, 

Ao ' 


donnera le nombre des racines eonlenues dans rinlerieur 
de R., car la foiietioii/(:?) n'a auenn pole (a dislanee finie). 

Pouroblenir le nombre totil des raeines, nous prendrons 
pour K iin eerele de rayon infini. L inlegrale sera 


I r nz^*~ 

27ti I 


a(fi — 1 )r"' 


3:^' -f- a : 


dz 





2 etanl infiaiment petit pour z inlini. On aura done a la 
limile 


D’autre part, 



o. 



> r^tn. 


Le nombre des racines est done tSgal a n, degre de I’^qua- 
lion. 
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331. Fohmulk de Lagrange. — Soiqnt f{z) etf(z) deux 
fomiions synectiques dans Viniirieur d*un certain con¬ 
tour X un point interieur d ce contour; a une con- 
slante asses petite pour qua la condition 

<, 

Z — X 

soit satis/aitepour tous lespoints du contour K. 

Ces suppositions admises, Vequation 

zz=ix aj\z) 

admettra une racine unique a dans Vinterieur du con¬ 
tour, et o(a) sera donnepar la s(hie convergente 

( 3 ) 9(a) =.9(0;) -h a/(a-) 9'(x)-4-. .. 


La fonction 


7 :^ 77 :^ 


F(5) — 3 —.r — a/(z) 


n’ayanl pas de poles dans le contour, Ie nombre des racines 
a,, ... iulcrieures au contour sera donne par I’integrale 


\-\c, 


et, plus generalement, I’integrale 

i=_L _ < ro (3)|i-ar(3)i 

37:/F(3) = ) 

sera dgale a^ip(a). 

Pour ^valuer celte int^grale, dont la premiere n’esl qu’un 
cas particulier, d^veloppons en sdrie le facteur 


r{z) " s - x — a/(s) 




, («/(3)V 


. (5 — a')" 
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Cette progression g^om^trique ^tant uniform^ment con- 
vergente sur K, on aura, en integrant terme a terme, 


JLV«« /’ y(^)['-«/'(=)II.A^)l" 

J (s-xf" 

m 0 

0 


1.2. , 

.. n tlx" ■* 


a'' 

. 

— 1) 

a" 

1 

I. . 

.n 

a'' 



^ ^ 77^77,777^ I^^^■ 


Dans le cas particulier oii la fouclioii se reduit a I’linite, 
< 6,tie expression se r<5(]uil a r. 11 n’y a done qu’une racine ft 
dans I’interieur do contour, et Texpressioii precedenle de 1 
donnera la valeur de 'o{a), Le iht^oreme est done t^tabli 


332. Th^ioukmf. - Soil S{z^ i’, ...) un tdement de 
fonction analytique dependant de plusieurs variables s, 
M, c, ... et tel que Vequation 

S(:j,o.o, ...) ~o 

adniette une racine niille^ de Vordre n de multiplicite. 
Pour un systdme de valeurs injiniment petites donni 
A a, Vequation 

S(z, a, rn: o 

admettra n racines injiniment petites; a® ces racinessatis-- 
feront d une Equation de la forme 


F =r -h.. 0 ; 
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od/>H rfe^ fomtions de w, p, ..., symctiques 

uu^ environs dupoint (o, o, ...); 3® enfin^ on aura tden'^ 
tiguemenl 

S(z, M, r, ...) — FG, 

G ^tant un nouvel iUment de fonction analyiique qui ne 
s^annule plus pour z = w — o. 

Meltons en Evidence, parmi ceux des Icrnies de la serie S 
qui sont ind^pendants de i/, r, celui dont le degr<5 en z 
est le nioins ^lev^; on poiirra ^crire 

S = az” H- iAapy...!;* «5”^ H- T, 

les exposanls a, y, ... satisfaisanl, dans chacundes lernies 
de la s^rie T, k I’incJgalit^ 

ot -^ ( I ) (|3 4- y -f-. . .) ' fi 4- 1. 

En effetj dans ceux de ces tenues ou [i, y, ... soul nuls a 
la fois, a est au luoins egal a n -f- 1 . 

Soil d’ailleurs p une quantity fixe, moindre que le rayon 
de convergence de Fel^menl S. 

La s^rie S et sa derivc^e partielle 

iO jrp 

dz ■ dz 

^tani absolument convergentes pour s = w = p, 

les sommes 

a — l\ A«py... I cr'- 2 a I Aa^y... - 

seronl finies. 

Nous aliens ^tablir qu’on pent assigner une quantity fixe \ 
telle que, pour tons les syst^mes de valeurs des variables e, 
ti, ... qui salisfont aux in^galit^s 

r^qttalioii S{z, e, ...)= 0 n’ait aucune racine dont le 
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module soil^ pi el 5 p®; elle ait n racioes de module < pe. 

Dounous, en eflet, a z une valeur quelconque, donl le 
module pir) &o5t compris dans rioiervalle de pi i pe; le pre¬ 
mier terme de S(. 2 , a, ...) aura pour module 

\a\p'*r}*^. 

Quant au module du resle T, il sera au plus t^gal i 

-1 Aa[iY 

= 21 I+ 

Si Fun suppose ).< i (d’ou y,<C *), celte quantile sera au 
plus ^gale a 


On aura dune 

I S(5, W, (% . . . ) I = I a |p"Y)'^- =Y," [| a\p'^ - Tfi], 

Si done 1 est ehoisi moindre que — 1 il en serade m4me 
a fortiori pour ti, el (^, w, 1 ^, ...) nesera pas mil. 

333. PSoire premier [)oiiit <^!ant aiiisi |^lal)li, rheichons le 
nombre des racines de Tequalion S(::,donl 
le module est moindre que pi (et, par suite, moindre que pe). 
Ce nombre est ex prime par llnlegrale d^finie 


dS 



prise suivant un cercle C de rayon pi demerit autour de I’ori- 
gine comme centre. Or, d’aprt^s ce qui pr^c^de, on a pour 
tout point de ce cercle 





36o 

et, par suite, 
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6 ^tant une quantity dont le module est au plus egal a 
or)/*-*-* __ crX 

UKp^)" 

On voit de la m^me maniere qu’on aura 

^ I = I a I A . I {pX)«-«(pX«+') 

; 2a| Aapy . |pa*i-H^Y-+... Y ♦ 




ft' ^tant line quantile de module au plus ^gal h 

an- __ a I _ 

n\a\{p})- ‘ n\{i\o- ' 


Uint^grale a calculer sera done egale a 


I rndz \-f-O' _ I Cndz » ro 

%TtiJ Z 3 ‘2711 J f 


» r 0 0 n dz 

nil f f 0 3 


Le premier terme a pour valeur n, Quant au second, il 
sera nul, si son module est < i; car on sail d’avance que la 
valeur de I’int^grale cherch^e est un nombre entier. Or ce 
module est au plus ^gal a 


gX I a Ip" — gX ’ 


quantity qui sera < i, si Ton suppose 




a'p 4- (/i *4- i)g 
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Si nous supposons que|w|, |t^j, ... lendent simullane- 
ment vers z^ro, on pourra faire decroitre eu m^me temps 
la quantity s jusqu\i z6ro, Les /^ racines 5 |, Zn de mo¬ 
dule <; pt, dont nous venons d’etahlir rexisleiire, lendrout 
done vers ze'^ro; les autres racines, au contraire, ayant leur 
module >pA, resteront finies. 

La premiere partie du theoreme est done d^rnontr( 3 e. 

33i. Pour etablir la seconde, nous remarquerons que la 
somme 5 a dos puissances A’****'^* des racines inflniment pelites 
sera represent<5e (328) par Pinlegrale 



C'esl une lonction (le i,... (jui a uuc \aleur unique 
et linio tant que les modules de ees variables ne surpasse- 
ront pas De plus, elle esl sjnectique, car cetle inle- 

grale admet des derivees partielles limes el di^lerminees, 
lesquelles peiuenl s’oblenir sans dilficulte par la derivation 
sous le sigue /. 

Gela pose, les coefficients />,, . de IVqiialion F = o, 
qui a pour racines s’exprimenl comme on sail par 

des polynomes entiers cn 5 ,, 53 , Ce seronl done des 

fonctions de//, c,syiiecliques dans le domaine consi- 
d^re. 

333. Gonsiderons enfiu Pinlegrale 



Elle aura uiie valeur unique el ddterminee, ainsi que ses 
derivees partielles par rapport a «,r,... et au nouveau para- 
melrc z'j tant que | wj? |<^|, ne surpasseront pas pX""*** et 
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j sera < pX. Ce sera done tine fonction synectiqoe a 
I’int^rieur de ce domaine, 

Sa valenr sera d’ailleurs ^gale a la somme des r^sidus 
relatifs aux pdles z\ z,t de la fonction k inlt^grer. Si 

nous supposons (^^1, 1^|» an plus ^*gaux k pe""^* et 
|s'|>pe, le p6le sera distinct des aulres, et le r^sidu 

I 

correspondant sera ^gal a la valeurde g ~ pour 
D’aiUre part, designantJ’ordredernuJliplicit^dupdles/, 
le r^srdu correspondant sera .. On aura done 


I' 


/ I dS\ (X, I I dS 



et, en changeant en et dt\signant par 1 ce que devienl 1' 
par ce changemenl, 

i • dF 

S ()z F dz 


Integrant cetle Equation, j^ar rapport a z, il viendra 

log|=J‘l./=, 

0"- 

s-z. FX ^fg, 

G d^signani comme I une fonction de 3, e, ... sjnectique 
aux environs de Forigine, et qui d’ailleurs ne s’annule pas 
en ce point. 

Nous avons suppose, dans la demonstration pr^c^dente, 
que la quantity factuellemenl remplac^e par z) a son mo¬ 
dule < pX, mais > pe; or s est arbitraire et peul6lre choisi 
aussi petit qu’on veul, L’egalit^» 

Sr::FG 

gubsisiera done pour toutes les valeurs de z dont le module 
eat < pX, aans toe nul. D’ailleurs, ^tant vraie pour z infini- 
mentpetily elle le sera encore k la limite pour ^ o. 
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IIL — ThAorimes g^n^raux sar les tonctions 
monodromes. 

336. On est convenu de dire qu’une fonction analytique 
a pour 3 — 00 un point ordinaire, un pole, un point 

singnlier esssenticl, etc., suivanl que le point z~o esi im 

point ordinaire, un p<!>Ie, etc., pour la fonction 

D’aprl'S eette d(4iiiition, one fonction enliere a generale- 
menl, pour ^ = 00 , un point singulier essentiel; ce sera un 
pole si la fonciion se rrdiiit a un poljnoine entier; un [>oint 
ordinaire, si elle se r^duit a une constante. 

337, TwifeoREMr, — Unr fonciion /{z) uniforme sans 
points singuliers esseniie/s^ m^rnea Vinjini^ esl une fanv- 
lion rationneile, 

En efl'el, elle iie pent avoir une infinite de poles; oar, ces 
points dtanl isol^s, il ne pent en exister qu’un nomhre borne 
dans un cercle de rayon donne d^oril autour de I’origine. 
Elle admetlrait done des poles dont le module surpasserait 

toule quantile donnee \ f adnieltrait done des peUes plus 

voisins de Torigine que toule quantitc^ donnee ; le point z = o 
serait done un point singulier essenliel, el 5 oo serait un 
point singulier essentiel pour f{z). 

Soient done or, ... les p6les de f{z) ennombreborne. 
On aura un d^veloppenient de la forme 


{^-ar 




/< {z) admettant les m^mes points critiques que/(5), sauf 
qui est devenu im point ordinaire. On pourra poser de 
m^me 
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etainside suite. On aura finalement 

^ /(^) = S-f-<p(s), 

S d^signant une somme de fractions simples et f(z) one 
fonction enliere, 

D’ailleurs oo est, par hypotMse, un pdle on un point 
ordinaire pour/(.&). Or c’est evidernmeiit un point ordi- 
naire pour chacun des termes de S; c’est done un pAle 
pour !jp( 5 ),cjui devra, par suite, se reduire a un poljnome on 
i une constante. 


338, Th6orkme. — i/ne fonction entiere /(^), dont fe 
module reste constanxment inferieiir d un nombre fixe M, 
est n4ces$airenienl une constanie. 

Ene(ret,/(5) admet un d^veloppement par la s<5rie de 
Maclaurin 


convergent dans lout le plan. Soil d’aiileurs G un cercle de 
rayon R decril de I’origine coinine centre; on aura (t. I, 
n« 207) 


/"(o) 


• » Cllllch 


d’ofi 


A(<>) 

1.2. ,* ./i 


-- I M i>:r ^1 
^ 271 ^ ^ 


et, comme on peut prendre R aussi grand qu’on veul, 
aura a la limite 


A(o) 

1 . 2 ... n 


n:0, 


on 


pour toute valeur de n ; et, par suite, 

/(«)=/(<>) = const. 

339. On pent d^duire, de la proposition pr^cddciite, une 
propri^t^ importante des points iSiitiques essentiels. 
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Th^oreme. — Soil a un point critique essentiel de /(^), 
isoU des autres points essentiels que peut possed/BV cette 
fonction^ etsoitA un nombre quelconque. 11 existera aux 
environs du point a une injiniti de valeurs de z pour les- 
quelles on aura 

1^ — «|<e, 1/(5) —A |<Y), 

quelquepetiis que soient t etr\, 

Tra^ons, on effel, aulour de a un cercle C d’un ravon p 
assez petll pour qu’il ne renferme aucun autre point critique 
essentiel el considerons la fonclion 


Ses points critiques dans le cercle seront les suivants : 
i” Le point critique essentiel a; 

2 ” Des poles, aux points ou J[z)-=z V. 

Si ces poles sont en nombre infmi, ils coiivergeront vers 
le point limite a, et I’on aura, pour une infinite de \aleurs 
de z, 

I -5 — a I < £, /(-:;) — \ -o, 

Lc ih^oreme sera done demontre. 

Si ces p6les sont en noinbre fini, ou pourra leduire p suL 
fisainraenl pour que C n’en coiitienne plus aucun, et ©(z), 
n’ayant plus qu’un seul point critique a dans ce cercle, 
pourra ^Ire developpee, d’apres la formule de Laurent, en 
une double serie 




0 1/# 


premiere sdrie sera cou\ergenie dans le cercle C, et si 
\z —p' etant une quantile inoindre que p, son 
’ inodiile lie .pourra surpasser la constante fixe 



166 RBCOHOB BAttTtR. -- CBABITER 

La seconde eat unefonclioneuti^rede — > car elle con- 

« — a 

verge dans lout rmt<5rieur de G (sauf au point a pour lequel 
~— est infini) el a fortiori en dehors de C, oil 

Si Ct 

est inoindre qii'4 I’interieur. On pourra done, d’apres le 
iht^oreme prec<^dent, assignor a la \ariable une valeur telle 
queson module surpasse un nombre quelconque M. 

La valeur correspondante de \z — a| sera <[p^ si M est 
assez grand, car, lorsque \z — 1?(5)| ne peut sur- 

passer la constante fixe 

OB 

I 

On aura done a la fois 

i 5 - « 1 < p’ 

el 

d’ou 

et, par suite, en prenant p' assez pelit et M assez grand, 

j/(5) —A(< fi. 

Ayant trouve iin premier point z qui satisfasse a ces con¬ 
ditions, on pourra trou\er de m^rne un second point z^ 
satisfaisant aux conditions 

1^ I <C I 5 — n|, lye'll) “Aj<l/(5) — A j, 

et ainsi de suite. 

M. Pimrd a d^monlr^ (*) qu’il exisie au plus deux valeurs 

(') mr U* mtiir^s {Anmfes de V6eole Nwnule^ 

tm). 
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(fmies ou infinies) de A pour lesquelles les relations 
I 5 —<7 I < f{z) — A rr: o 

n’ment pas une infinite de soltitions. iVous nous bornerons 
k ^noncer ce r€\siillat. 

La (proposition que nous venons d’etablir s’appliquerait 
evideinment a lout point critique essenticl qui serait la lirnite 
d’une suite dc points critiques essentiels de Tespece que 
nous avons consideree. 

340. Une fonclion entiere peut nc s'annuler pour aucune 
valeur de la variable, ou admeltre au conlraire des zeros 
simples ou multiples, en noinbre fini ou inlini. Mai-!, dins 
tons les cas, ces z^ros forment un systeme de points isole.s 

(t. 1, n'‘ 339). 

Ri!*ciproquernei)t nous aliens etablir la proposition sui- 
vanle : 

Th#.oremf: oe M. WniEiisTiiAss. — Etant donne un sys- 
lime quelconqae de points isotes ay, </( . .. (in* ... , o/? 
pourra conslruire une fonclion entiere don I ers points 
soient les zeros. 

Nous supposerons provisoireineni que Torigine :: o ne 

fasse pas partie de la seric des zeros doiiues a,,, r/,.Si le 

noinbre de (‘oux-ci esl fini, le pruduit 



satisfera a la question. Si ce noinbre esl inlini, le produlfci- 
dessus, conlenanl une infinite de facteurs, pourra devenir 
divergent, ce qui rendrait la solution illusoire. Mais on pent 
la modifier ainsi qu’il suit : 

Remarquons tout d’abord que les points oty, ... etant 
Isolds, il n’en existe qii'iin noinbre liniil<5 dans une portion 
fmie quelconque du plan, et noiamment dans un cercle de 
rayon donn^ dderit aulour dc rorigine. On pourra done 
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ordonner les quantiles suivant Tordre de gran¬ 

deur de leur module. Si plusieurs de ces quantiles ontm^me 
module ou m^me sont ^gales (ce qui arrivera si Ton veut 
donner des z^ros multiples k la fonction), on pourra les dis¬ 
poser dans I’ordre qu’on voudra. En tout cas, on aura ^vi- 
demment 

lim \ a„ \ =: 00. 

n — «o 

Cela pos^, consid^rons le produit infini 

Vi 

0 


on Mo, M|, M/^, ... designent des poljnomes en 

Nous allons montrer qiie ces poljnomes peinent toujours 
^Ire determines dc telle sorte qiie le produil ei-dessus soit 
convergent et repre^sente une fonction entiere, satisfaisant 
aux conditions requises. 

On a ^ 


e 



“ e 



la ligne L d’inlegration entre <i et z pouvant clre choisie 
arbitrairement. Mais on a 


f 


fh 





~h 



4-. . . 



nal 



z‘d z _ 


Si done nous posons 




na', 



nous aurons 
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Les poljnomes M« ^tant ainsi determines, nous aurons 
satisfait 4 la question. Considerons en effet I’ensemble des 
vaieurs de s dont Je module ne surpasse pas un nombre 
donne p, et soil ] | ledernier terme de la suite 1 | a, |, ... 

qui ne surpasse pas p. On aura 

P(s) — 

0 

Or, dans le domaine considere, on a | 5|^p, et pour les 
vaieurs de n plus grandes que p on a, d’aiilre part, 

11" 1 1 > p, 

et, pur suite, 

a;!(«n—5) ' lrt|jL^-i I" (l«(i+I I — p)' 

Le lentie g^n^ral de la serie ^ a done son module 

moindre que le terme general d’une progression geom(5trique 
eonvergente ct iud(^pendante de z; la st^Tie sera done unifor- 
meinent eonvergente dans le domaine consider<^. La s<^rie 

sera eonvergente dans ce inline domaine, car on a 



I dtisignant la longueur de la ligne d’int<5gration. Or *c second 
membre est encore le terme general d’une progression g^o- 
in^trique eonvergente. 

m )■ 

La s<5rie ^ sera done, dans le domaine consider^, une 
fonction synectique, ayant pour deriv^e ^ il ensera de 

i 





I. IL 
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de rexponcnlielte 

S'?'" 

qui d^&illbnvb ne s'annulera pas dans ce domaine. 

Mais, d’autre part, I’autre facleurde l^(s) est unefonctlon 
calibre, qui ne s'annule qu’aux points Done 

P{:j) esl sjneclique dans ce domaine el ad met les zero^ ci- 
dessus a I'cxclusion de tout autre. 

Coinme on pent fairc croitre ind<^fmimenl le nomhre p, on 
voit que F(5) est bien une fonction enliere, dont les zt5ros 
sont les points Ooj (h,, _ 


3il. Nous avonssuppose que Ic point :?= o ne faisait pas 
partie de la serie des z^ros donnas. Si I’on voulait obtenir 
une fonction pour laquelle ce point fiU un zerod’ordre m, il 
suffirail de construire, par la melliode prec^dente, une fonc- 
tiqo adpieltant les aiitres zeros de la suite el de la multiplier 


par.5"*. 


342. Ayant ainsi construit une fonction enlitTC f(z) ajant 
les z^ros demaudes, proposons-nous de troiner I’expression 
generale des fonclions euticres qui jouissent de ceUe pro- 
pri^le. 

Soil f^ (z) = Qf (z) Tune d'eiles. Le quotient Q n’aura 
^videmment nl zero ni |)Oint crilicpie a distance finie. Son 
logaritliine ii’aura done pas de points critiques a distance 
finie et sera une fonction eutiere. En la d^signanl par L, on 
aura 

Mz):=ze\/{z). 


Recjproqueinenl, il est clair que loule fonction de la forme 
ci-dessus jouira de la propriete demand^e, le facteur ne 
potivant devenir ni nul ni infini. 


343. On donne le nom de fonctions ni^romorphes aux 
fonclions dont tous les points critiques sitmSs & distance finie 
sonl des pAlcs* 
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Soienl F (z) une semblable fonction; ... ses p61es; 

[jL|, leurs degr^s de multiplicity. On pent construire 
une fonction enliere f{z) ayant ces points pour z^ros, avecles 
monies degres de multiplicity. La fonction F(5)/(^) ==:^(z)y 
n’ayant plus de point critique a distance finie, seraidlne fonc¬ 
tion emigre. La fonction 


♦ 


F(.-) 


_ ?(-) 

/(-) 


sera done le quotient de deux fonctions enti^res. 


314. Les fonctions entieres et les fonctions myromorpbes 
rentrent cornme cas particulier dans la categoric des fonctions 
inonodromes don I lou^ les points critiques, situ^s a distance 
linie, sont isoles. Proposons-nous de determiner IVxpression 
generale de ccs derniyro fonctions. 

Soient f{z) une semblable fonction; a I'unde ses points 
critiques. On aura, coinnie nousavons vu (307), aux eijtvjppons 
de ce {)oinl ^ 

00 

— «o 

90 90 

= — a)"’ „,(s —a)-"‘~9(3)+-4;(a)^ 

0 1 

Chacune des deux series parlielles © ( 5 ) et 
tenir iin nombre de termes limite ou illimite; inais, dans ce 
dernier cas, elle sera cunvergente aux environs du point a. 

La seriesera meine convergenle dans lout le plan 
(le point a except^). 

D’autre part, il est clair que a n’estplus un point critique 
pour la fonction ^{z). La nature de la singularity que pry- 
sente la fonction /(z) en ce point est done caractyrisee par 
la seconde fonction partielle ^{^)- 

345. Th^oremk dk M. Mittag-Leffler. — Etant donnie 



SBCONOI PAIITIK. ~ CBAPITitX Tl. 


379 

Kite suite qmlconque de points isolh ao, a,,. .., a„, ... 
tt une sine de fonctions correspondantes <}<o i 'j' n • 

de la forme 

m~\ 

on pourta toujours construire une fonction monodrome 
f{z) ayant pour points critiques ao, «!, o,,^ ... et telle 
qiCon ait 

f{z) = vj> 0 =. . 

Hant une fonction pour laquelle a,i ne soit plus un 
point critique. 

On satisfera evldemment a la question en posant 

n = 00 

/{z)=y (<}.„-r„), 

n = 0 

si P 07 P/i, ... d^signenl des polynomes en 5 , choisis de 
telle sorte que la serie f{z)ei la serie derivee 

/'{*) ==2 

^oient unifornn^ment convergentes dans toiile region finiedu 
plan qui necontientaucundes points critiques Oq^ — 

Cherchons & determiner les polynomes P, de maniere a 
saiisfaire a cette condition. 

Soient ^le maximum du module de z dans la region con- 
fiideree; 0 ( 4 ), ... les modules des quantiles Uu, 

nous les supposerons ranges par ordrc de grandeur 
^roissanie^ de telle sorte qu^on ait 

Uma„r=:oo pour w zr 00 . 

Tra^ona autour de chaque point critique a„, et dans ses 
•Environs, un cercle Cw, dont le rayon R» ne surpasse pas 
«d^atHenrs une quaniite constante^ qne nous designerons par p. 
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On pourra assignor k n une valeur finie A-, k partirde laquelle 
on ail constamment a»—p — li r^sulte de celte 

in^galite que le cercle de rayon d(Scrit de Torigine comme 
centre, ne coupe pas Je cercle de rayon p demerit de comme 
centre. Mais le premier de ces cercles contient le point Zy 
le second conlient le cercle c^; done z sera eii dehors du 
cercle c„ (si n^k). 

Cela posd, ou aura dvidemment 

k — ] oe 

0 I, 


La premiere somme ne conlient qu’un nombre limite de 
terines, dont chaciinest uniformdmenlconvergent dans toute 
region qui ne contient aucun des points ao, cii, ... (car 
la serie proeddant suivant les puissances entieres et posi¬ 
tives de la variable -—^—> sa convergence est uniforme); 
z 

done elle est uniforinementconvergenle, ainsi quesa derivee,. 
de quelque fa^on qu’on choisisse les polynomes P. 

Passons a Fexamen de la seconde somme. 

La fonction dtant convergenle dans la couronne com¬ 
prise entre le cercle Cn et un second cercle Cde rayon infini, 
et le point z dtant d’ailleurs dans cetle couronne, on aura^ 
comme dans la ddinonstration du theoreme de Laurent, 





U — Z 2 711 J U — Z 

<’n 


La fonction et, par suite, la fonction Cen¬ 

dant dvidemment vers zdro pour n = 00 , la premidre intdgrale 
sera nulle (297), et Fon aura simplement 
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}A 4taiit un entier que nous nous r^servons de determiner en 
fonction de n, 

Les premiers termes de cetle inl^grale donnent un poly- 
nome en sde degr^ ja— i. En le prenanl pour P,,, il viendra 




I r _ 

mij, u^{u 






Le module de u sur le cercle Cn est evidemmenl yOLn —p. 
Soient M,i le maximum du module de (f^) sur cc m^me 
cercle, un entier positif satisfaisanl a Pinegalite 

{n + -il,,) M„p < («„— p)\.. 

On rendra les series 




convergentes en posant 


On a, en effet, 


jjL zr: /i -h 2>v;j. 




9.7rp 


P — p — C) 

-yi K" _ Kn 

{«« —p)" n -+- 2l„’ 


K.„ d^signant le facteur 

\»n~p/ ««—( 


€t 


P-K 

C” 




K’n d^signant le facteur 
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Les deux series ci-dessus sont convergenles; car, si n tend 
vers 00 , K„, -lendent vers zero. La racine du 

OCf, — p 

terme g^n^ral tend done vers zero. 

L’uniforinite de la convergence r^sulte d’ailleurs de ce 
fait que ces dernieres series ont leurs termes ind^pendants 
de z. 


346. Ayant ainsi constriiit line fonclion /(z) satisfaisant 
aux conditions demandees, on obtiendra evidemrnent la foiic- 
tloii la plus generale qui satisfassc a ces ineines conditions en 
lui ajoulant une fonclion enliere quelconque. 

317. THit:oREME. — Toute foncAion u qui a n valeurs 
pour chaque vahnir de z et qui n^ojfre a distance finie 
que das points critiques algebriques est racine dune equa¬ 
tion algebru/ue de de^re /i, dont les cocjfflcients sont des 
fonctions meromorphes de s. 

Ces coefficients se reduiront a des fractions ration- 
nelles^ si La fonction ria que des points critiques alge- 
hriqiies^ tndme en tenant conipte du point z=:oo, 

Solent, en eflet, i/o, //,, ..., Un~\ les /i brandies de la 
fonction. Un [)oinl quelconque a deviendra un point ordi¬ 
naire ou un pole pour Fune quelconque d’entre dies, telle 

que Wq, si Fon prend pour \arlal)lc ind(5pendante une puis- 

1 

sauce fractionnaire de z — a, telle qiic (s — a f = 74. On 
pourra done, aux environs de ce point, d^velojiper Uo en 
serie convergente, suivant les puissances enlieres de Z. Le 
d^veloppeinent pourra d’ailleurs cominencer par des puis¬ 
sances negatives, si le point considere est un pole pour Uq- 
Soil done 

Uo:=AZ«4-HZP4-.... 

Si 5 tourne I, 2 ,..., y—i fois autour du point a, Z se 
reproduira, multiplie par lesdiverses racines ^‘“‘“'‘’de I’umt^. 
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Ea leii^d^signaiitpard, 8^,6^“*, nous obtiendrons^— 
autres branches de la fonclion, repr^sent^es par les series 

M, :=A9«Z* 4-B9PZf* 


Elevens ces egalil^s a la puissance A*, k ^tant iin enlicr 
quelconque, el ajoiitons les r^sultats. II viendra 

W* 4 - «J -h . . . ~h W=: A Z^ -h l<i> ZJ^ 4- . . ,. 

D’ailleurs le premier membre nc change pas, si Tony change 
Z en 6Z. Done il en sera de m^me du second ; done les ex- 
posants X, p, ... seront tons des mnliiples de q; done, enfin, 
la somme w*-+-...4“ sera d^veloppable en serie con- 
vergente, suivant les puissances croissantes de la quantile 
Zv =i= s — a. 

Tout autre cycle de branches associ^es don- 

nerait dvidemmeni un resultal analogue. Done la somme 
des puissances A'®™®** des diverses branches de la fonclion u 
esl une fonclion monodrome de 5 , pour laquelle le point a 
csl un {>oint ordinaire ou un pole. Ce point a 6tant d’ailleurs 
quelconque, S* sera une fonclion ineromorphe. 

Supposons enfin que z = oo soil un point ordinaire ou, 
plus generalement, un point critique alg^brique pour la fonc¬ 
lion II. Ghacune des branches Wo? sera d^veloppable 

aux environs die ce point, suivaitl les puissances emigres et 

croissantes d’unc puissance fractionnaire de telle que 

I 

Z; el im raisonnemenl identique au prcSc^dent montre 

qne ob est un point .^t’dinaire ou un pdle de S*. Done S*, 
n^ayant pour points critiques que des pdles, sera rationnel 
en z. 

Cek posd, les quantiles ..., Un^i sonl les racines de 
r^qttaiioti 


(w — <i»).. .(n — = o, 
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dojit les coefficients, s’exprimant en fonclion ralionncllc et 
entifere des sommes Si, Sa, seront des fonctions 
rn^romorphes (ou des fractions rationnelles) de z en m^me 
temps que ces dcrnieres. 

348. Tni&oaEME. — Si Inequation en uesi irreductible^ 
on pourra^ en faisant decrire a la variable z un contour 
ferme coamenable^ passer de la branche u^ d Pune quel- 
conque des autres branches Un^\- 

Supposons, en efl'et, qu’on ne pdl passer de la branche 
qu’aux branches mais non aux branches sui- 

vantes les branches Uq^ //,, u„i seraient evi- 

demment perniut^*es exclusivemcnt entre elles, quel que fut 
le chemin sui\i par la variable z, Etl’ou verrail, coinme tout 
a riieiire, que les coefficients de IVqualiou 

seraient des fonctions in^romorphes (ou des fractions ration- 
nelles) de 5. L’^qualion en u admetlrail done un facteur de 
m^me forme et de degrtJ raoindre. 
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CHAPITRE VIL 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


L — Des piriodes. 

349. On dit qu’iine fonclion f {u) est periodiquc el ad- 
met la periode 2 to, si elle salisfait a la relation 

/(W -f- 2w)=:/( «)• 

Si/(w) admct plusieiirs periodes, 2 (o, 2 ( 0 '. 2 (o'% elle 

admettra evidemment pour periodetoute quantity* de laforme 

2ma) -h , 

m, /n', ... ^lant des entiers quelconques, positlfs ou nega- 
tifs. 

Si loutes ces quantiles sont diflerenles, on dira que les 
n 4- I periodes 210 , 2 (o\ ... sent distinctes. L)anj> le cas con- 
iraire, ce seronl des fonctions lin^aires, a coefficients enliers 
de n nouvelles periodes 2 Q, 2 Q', ..., 

EnefFel, il exisle entre elles, par hypothesc, une equa¬ 
tion lin^aire a coefficients entiers 

(l) 2 aco 4 -o. 

Soil a le plus petit (en valeur absolue) de ceux des coef¬ 
ficients a, a', ... qui ne sont pas nuls. On aura 

a'=: orj'-h/•', aq'" 

^tant des enliers, et r\ des restes inf«5rieurs 
^ £2 en valeui^ absolue. 
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II est clair : i^’que ato, est une p^jriode; 2 ®qae 2 (o^ 2 o>', ... 
s’expriment par des fonclions lin^aires, a coefficients enliers 
de 2 ( 0 ,, 2 (o', .... Ces nouvelles p^riodes sont liees par la 
relation 

2 ac,),-+- 2 r'oj' 4 -.. . = o, 

oil les coefficients, saufle premier, sont molndres en valeur 
absolue (jue dans I’(V(uation ( 1 ). Par une suite d’operations 
analogues, on arrivera finalement a un sysleme de periodes 
2 ily 2 Q', ... liees par une Equation ou tons les coefficients 
soient mils, sauf le premier. Celle des nouvelles periodes, 
2 O" par exemple, qui figure seulc dans Pequation, sera done 
nulle et disparailra des formules, qui donneronl 2 fo, 2 to', ..., 
2 (o'^en fonction de 2 Q, 2 IV, ..., 

350. THb!:oREME. — Toute fonction adniettant plus de 
deux periodes distinctes^ ou deux periodes dislinctes dont 
le rapport soit reel^ admet uneperiode de module moindre 
que toute quantite donnee* 

Supposons d'abord que nous ajons trois periodes dis- 
tinctes 

20 J = a-j-I5i, 2 co'~ a'- 4 -13' 1 , 2 a"-4-(3"/. 

Nous aurons, quels que soient les entiers m, m", la 
periode 

2 /wfo -f- 2 m' co' 4“ 2 /wa 4 - m’a! 4 - 

4-(m(3 -H m'j3'4- 

Soient M une limite sup^rieure des modules des quantit^s 
a, a', a", et A un enlier arbitraire. Donuons a cha- 

cun des entiers m, m', /?/ la suile des valeurs o, 1 , ..., /r. 
Pour chacun de ces systeines de valeurs, en nombre (A 4 - 1 )*, 
on aura 


I /na 4“ /n'a'4-* |<3MA, 

l/nP4-m'j3'4-m"(3^(*3MA. 
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Soit ft le plus grand entier moindre que (A* + *)*• P»rta- 
geons rintervalle de — 3 MX: a 3 MX: en n inlervalles ^gaux, 

d^ampliiude chacune des deux quantiles 
mac -4- -4- 

tombera dans Tun ou Tautre de ces intervalles, el le nombre 
des hypotheses distinctes qu’on pourra faire a ce sujet sera n*. 
Ce nombre etant moindre que (X*-f- i)*, il existera n^ces- 
sairement deux sjstemes differents m\j m\ et 
m*, tels que Wi a -+• m\ aJ -f- m\ a"" et ^ 4- m\ m\ 
tombent respcctivement dans les m^mes intervalles que 
iW 2 a-f- (x! + ml ol" et /n^fi -h On aura, par 

suite, 

I (m,— m^)a -h (ml — m'j )a'-4- (/«"— m\ )1 < > 

l(m,-m,+ (m; - m”, )|3'I ? 

d’ou Ton conclut Fexislence d’une p^riode 

2 £2 = (m, — m,) 2 Gj - 4 - (m j — m\) 2 r*}'-^ (ni\ — m]) 2 w", 
de module moindre que 

6MX: r 

-V3, 

n ^ 

expression qu’on pent rendre plus petite que toute quantity 
donn^e en prenant k assez grand^ car n est d’ordre ^ par 
rapport k Xr. 

351. Admettons en second lieu qu^on ait deux p^riodes 
distinctes ae>, 2 w', dont le rapport r soit r^el, II seraincom- 
mensuMble, puisque les p^riodes sont distinctes. Posons 

izzzgr-^ru r = 

^tant des entiers, et *•* une suite iliimit^e 

4^ resles dont ebacnn soit au plus £gal en valeur absolue k 
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h d« priSc^deiit. Muiiipliant ces ^galites par a 03, il 

viendra 

9(0 rz a^cu'-h arioj, aw'ir: ^lariw 4 -a/'jw, .... 

Nous ohtiendrons done une suite de p^riodes a r, to, a w, ... 
doat les modules dt^croissent inddfinimenl. 

352. CoROLLAiRE. — Une/onctioji anulytique uni/orme 
ne pent avoir plus de deux periodes dislinctes^ ni deux 
periodes distincles dont le rapport soil r^el^ h moins de 
se reduife h une constante. 

Gar les points pour lesquels la fonction reprend la mdme 
valeur dtant isolds (t. I, n“ 339), 11 ne pent y avoir de periode 
infinimenl petite. 

Dans I’dtude qtie nous aliens faire des fonctions a plusieurs 
periodes, nous supposerons toujours qu’il s’agisse de fonc- 
tions analytiques uniformes, et mdme mdromorphes. Elies 
auronl done deux pdriodes 

2 0), = a, 4- (3,/, 2 0>gzz aj4- (3*/, 

dont le rapport 

_ Qts-H __ a,Qei4-|3,|3, gt,(32 — «;(3, 

a,-h|3i/ 

sera un nombre complexe. Sa partie imaginaire aura lesigne 
du determinant a, ^2 — ^2 . 

353. Avant de proceder a cede elude, il nous faul etablir 
quelques propositions relatives aux substitutions lindaires. 
On donne ce noni a I’opdralion qui conslste a remplacer 2 to,, 
^toa par de nouvelles quantitds 

20)', rr. 2a0)t 2^0)2, 20)jZ= 2C0),-f- 2<afo)2. 

Cette opdraliou S se reprdsente par la notation 



Le ddlerminant ad — ic = D se nomme le determinant 
de la substitution. On doit le supposer difidrent de zdro. 
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Le rapport V des nouvelles p^riodes ac*>j sera donn^ 
par la formule 

a-^bz 

{aax + b&,^) (ca,4-fl^ai)4-(afii4--^i3i)(c(3i-4~^|32)4-(<Xi (Sa —a2(3,)Di 
(fiTai-f- -h(j3i-+- 

Sa parlie imaginaire a le m^me signe que dans t, ou le 
signe contraire, suivant que D estpositif ou negatif. 

On peul passer r^clproquement de 2Wj, a a 20)2 
par la substitution inverse 

2 d(3). — 2 ^0)1 — 2cw', 4- 2atsi’ 

20)2“- - 

♦ 

de determinant g • 

Si <2, 6, c, d sont enliers et l)“±i, la substitution 
inverse aura aussi ses coefficients enliers, et les deux 
formules 

2 m, 0)i 4- 2 W, 0)2, 2 /)/, (t)\ 4- 2 /?! J 0) J 

(m^j mo, m',, m^ enliers) represenleront la m^ine suite de 
quantiles. On dira dans ce cas que les deux sjsteines de p(5- 
riodes (2101, 20)2) et(2<i)', 2co^)sont equivalents, L^equi- 
valence sera propre ou impvopre,, suivant que D sera ^gal 
a 4- J ou a — 1. 

Soient 2cop 20)^ un Iroisieme sjsteme de p^riodes liees 
a 2(4)J, 20)3 paries relations 

1* 

20 )j “ 2 a^ 0 )', 4 - 2 6'0)j, 20 )" =; 2C'($)\ 4 - 2 r/'o)^,. 

On aura evidemment 

20 )i = 2 (aa' 4 - c 6 ')o)t 4 - 2 ( W4- 

20 )2=: 2(ac' 4 -C^') 0 )i 4 - 2(^c' ->rdd)(^^, 

Les deux substitutions 
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aurontdono pour r^sultanle la substitution 
/aa^^cb' ba'^clb>\ 

\ ac' - 4 - cd! be' -h dd') ’ 

que nous repr^senterons par SS'. 

En gf^neral SS' et S'S representeront, (Fapres cela, des 
substilutions differentes; inais on aura 

SS'S''=:S(S'S''). 

Nous (lesignerons naturelleinenl par S-^, S', ... les substi¬ 
tutions SS, SSS, ...; par S * la substitution inverse de S; 

cnfin par i la sub.slitution ^ ^ qui laisse les p<friodes inal- 

l^rees. 0 

Dorenavant, nous ne considererons plus que les substi¬ 
tutions a coeflicients entier^. 


35i. Nous donnerons le nom de subslitutions Elemen¬ 
tal res aux suivaiites ; 



n ^tant entiers et positifs. 

On joint souvent a celte lisle la substitution 



Celle-ci s'exprime au mojen des prec(5dentes par la for- 
mule 

BzzA-»AiA;‘. 

On a r^ciproquement 

Ai=:BA;*B~'. 

Th^oreme. — Toute substitution S d coefficients 
entiers est an produit de substitutions EUmentaires. 
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II siiffit d'^tablir ce th^orfeme pour les suhsdtuitoEs 



donr le determinant D est posilif. Car si D eiait n^galif, on 
aurait inimediatemenl 




S' ayanl pour determinant — D, qui sera posilif. 

On peut supposer en outre que a, 6, c, d aicnt pour plus 
grand rommun diviseur 1 unite. Car, si mest leur plus grand 
commun diviseur, soil 


nrrnm', b=^mb\ c^mc\ d:=imd\ 


on aura 


-C:)=-■ 

S'etant une substitution de determinant dont les coel- 

ficients n’onl plus de diviseur commun. 

Supposons done D > <», el a, 6, c, d sans diviseur com- 
tnun; on aura 

I X\ /a b — a}' 


(^) 


= AiS, 


-a:)( 

et, d’autre part, 


a — b) 
c — d'k d 


(3) 


-«)G 


SiiSj, Sg, $4 ^tanl des substitutions de m^rae determinant 
C|ue S «t dont les coefficients n’ont pas de diviseur commun. 
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Tosuns, d’apres cela (si c n’esl pas nul), 


cX, +di, 
n 


d 

C rr di //, 4 - C 
di ^ ftXj 4~ <'^2, 


o <di~ c,, 
o ^ C2<^/2, 


On aura finalemeni 

dj^ ~ r/', Ca = o, 

^fdesignanl le plus grand cominun diviseur de c', r/; el, 
cl’apres les formules (a), 

S =1 TS\ 

T =: Af* elaiit im produil de substitutions ^16^ 

mentaires, et S' une subsliliilion de undine determinant 
<jne S, dont Ics coefficients n’onl pas de diviseur coinmun^ 
inais de la forme plus simple 



Si // n'est pas divisible par d'y posons de rn(Hne 

d':=z // >4- d \, o < nf'j ^ I 

Z; —I r/j p., 4- , o ^ •< dy , 


On aura, d’apr^*s les formules (3), 

S':=zS"r, 

T'==... A^‘ A^‘ elant un produit de substitutions ek^men- 
taires, el S" une substitution de la forme 



oi (f ^tanl ^gal au plus grand commun diviseur de b', 
sera -< rf', 

a5 


J. IL 
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Si n’est pas divisible par on aura de m^ine 

^tanl un produil de puissances de A,, A 2 , el line 
substitution de la forme 



oil < d\ 

En continuant ces operations, on arrivera n^cessairemenl 
a line substitution reduite 



ou Tun des coefdcients ji, y, par exeinplc y, sera nul, Tautrc 
etant divisible par S. Les coelticicnts ii'ayant pa^ de diviseiir 
cominun, a sera premier a 0 . 

Gela pose, on aura 


_ /o' 3 \ 

/a 3 — a \ 

S‘=( 

h='- ' 

Vo OJ 

' \ 0 fO J 

el, comme p — a el 0 onl 
I’unite, 

poui plus jj;rand conunun di viseur 


3 — a \ 


ii 

\o 

0 / 

octant im produit de puissances de V|, \j el S une subsli- 


tution de la forme 


(/ X :)■ 


D’ailleurs la subsliiutioa reduite 


a o 


k laquelle nous 


atrivons, doit avoir le determinant D; done a'=: D. 

Nous voyons done que touie substitution S de determi¬ 
nant D, et dont les coefbeienis n’ont pas de facteurcommun, 
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peul ^ire inise sous la forme 

T| etT2 (Slant desproduits de puissances (posili\esou nega¬ 
tives) des deux substitutions ^itSmentaires Aj, Vo. 


35 o. Soient 



et considerons deux sjstriues 
’2io'^^ licespar les relations 

(4) ^ ? b Oi) 

Posons 

212, 1= 

>i2.-:z2l)12„ 



3 periodes 20),, 2 to^ et2<A)', 

20)3 


212^ — 2 C'j fjL)j “f~ 2 ci\ 0i)2# 

212,-- 2 I 2 ,; 


nous aui’ons 

2 fi), ™ 2 <r/212 j -h 2 hi 12,, 2 fa, 2 c> 12, -f- 2 cL 12',. 

Les sul>siiuilions T2 ayant Funitc pour determinant, 
2 l 2 |, lUj seroiil propreiuent equivdleules a 2(0,, 2C0j, et 2 Q'j, 
2Q', le seront a 20)',, 2(o',. Grace a cc renifdaceinent des 
periodes inilialcs par d’aulres equualentes, la relation ( 4 ) qui 
cxistaitentie celles-ci a pris laloime plus simple 

2i>; ~ 2i>i2,, >123- ^i>2. 


350 . On obtiendrail une riMuction analogue, quoique 
moius comjileHe, en conservanl les periodes 20)^^, no., et 
rempla<;ant seuleinent 2o>i, 20)2 par d’aulres ptSriodes (^qiii- 
valenles. Nous a\ons vu, en efl'ct, au debut de la demons¬ 
tration pr( 5 cedente, qu’on a 

SirrTS', 



3$8 SECONUB PAHTIE, — CWi^FItllE VH. 

de la forme 



Si, ail lieu d’appliquer ralgorithrae du plus grand di\i- 
seur aux coefficients rf, c, alnsi que nous Tavons fait, nous 
avions op^r^ sur nous aurions pu faire disparailre le 

second coefficient au lieu da Iroisieme el ineltre S sous la 
forme TS^ oii 



Ceiie subslitulion ayant le determinant 1), nous aurons 
aS ^ D. 

En outre, a, y, o n’onl pas de farleur commun. Enfin, 
comme nous avons 



cique le facteur pent ^tre fondu dans T, nous |)Ou\ons 
disposer de a de rnaniere a obtenir une substitution r^duile 
oil Y soil I’un des noinbres de la suite o, i, 5 — i (ou, si 
on le pr^fere, un nombre choisi a volonlt^ parmi ceux qui 
lui sont congrus suivant le module o). 

Soit encore ici 



posons 

aiijcr: 3(7, Wi 2^J Wj, 212^:=: 3C, 3</|W|. 

La relation entre les p^riodes aQ,, 2o>', de- 

viendra 

ac»»;=ra«a„ 3a>^j=:ayi2i4-2 5Q* («3r=D), 

ou 

aDf2j sir 


ay<a| 4- aaw*. 
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357. 11 imporie de determiner le nombre des systemes de 
valeurs differenls qiie peuvent prendre les noinbres ac, y, 5 
d^aprfes les conditions ci~dessus : 

a5rrD, o^y<o; 
a, y, S sans facteur corarnun. 

Pour cela, decomposons D en facleurs premiers. Soil 
1 ) On devra prendre pour 3 uii diviseur de D, 

tel qtie et pour a le facteur compiementaire 

pU-m , 

On saitqiie chaque nombre de la suite o, i m• — i 
cst determine sans ambiguile paries resles qu’on 

obtienl en le divisant parpar //"*', etc. Mais ce nombre 
ne pourra elre pris pour v que s’il n’a pas de facteur commun 
a\ec 5 et y. Pour cela, il faul et il suflit : 

I*’ Que//", /• ne soient pas lous divisibles par/;; 

Que r ne soient pas tons di^isibles 

par//, etc. 

Si done nous designons par © (/;'0 le nombre de systemes 
de valeurs de m el der, lelles qii'nii ail 

ni^ ft y o^/ < 

(/;"*, //"'r sans diviseur commun), le nombre N des solu¬ 
tions cherch^es sera 


cp(//0 9 (/'^).... 


Or si m = fi, r pourra prendre toutes les valeurs de o 4 
/>" — I, en nombreSi o <; m < il ne pourra prendre 
que les — /?”* '* valeurs moindres que />'" et non divisibles 
par p, Enlin, si m = o, il ne peut prendre que la valeur o. 
Done 


n — l 

<j) (/>«) =/l» 4 - 2 4 - I =r yu"-t- 

1 
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et 
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ns^(,+ iy.(,+=...= d(,+ 


I 4- 


358. Les substitutions 



de determinant i peuvenl elre reparlies en six classes dis- 
Uncles, suivant que leiirs divers coeflicients son! pairs on 
impairs. II resulle, en efFet, de la condition ad — 6c = i : 
I® que I’un au molns des coefficients est pair; 2 ^ que deux 
coefficients siiues sur la meme ligne ou la meme colonne ne 
peuvenl etre pairs a la fois. Les seules hypotheses admissihles 
sont done les sui\antes : 


I . d impairs 6, c pairs 

II . d » h pair 

HI. a^hyC » d » 

IV^. by d » c » 

V . by Cy d » a » 

VI . by c » a, n? pairs 


On a 



b - d' 
d 


)(o 


ct suivant que S appartient a la classe L IL HI, IV, V ou 
VI, S< appartiendra a la classe IV, V, VI, I, 11, Ill. 

On a de meme 





b 

d^b 


-— S2 Aj, 


Sa appartenant a la classe II, 1, IV, III, VI ou V. 

On pourra done, suivant la classe a laqiielle appartient S, 
mettre cette substitution sous I’une des six formes 

T, TAj, TAjA^, TAj, TAjAj, TAjAjAi, 

T dcsignanl une substitution de la premiere classe. 
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Celle substitution T resulle elle-m^me de la composition 
des substitutions ^ 


A?, A* et B«: 


Soil, cn cffet, 


a h\ / a^d impairs'' 


c dJ \h, c pairs 


La relation ad — he = i niontre (ju’on a 
adz:z\ (mod 4), 


a::^dr:±:i (mod'l). 

Sup|)osons d’abord i (mod 4)- Cii [>oiirra determiner 
sans ambi^uVle one suite d'euliers pairs 2 ui, ... paries 
relations 

hz=: 2 } a -4“ />,. I 1 < I ^ 1^ 

a a^, I < I hi 


Posons de memo 


d rz: 2 } C 
c 2p</,-f- r,. 


Les enli(‘rs h^ 6,, c, C|, ... seronl Ions jiairs, et les 
ontiers a, a,, ..., rf^ </,, ... eongrus a 1 (mod 4)* Gomme b, 
bij ... ddcroissent eri valeur absolue, on aura finalemenl une 
quantile b/(^y = 0 ; et Ton aura evidemment 

T = ® Y 

\^A d(^ J 

D’ailleurs 

= aAH=</A+, = 1 {niod4), 

d’ou 


<^k ~ dk+l — 






8BC0MM1 rAKTffi, — CBimW! TH. 


*Sfa 

Enfln Ch est un nombre pair; en le repr^aentant par 
on sitira 



Si as— i (mod 4)> on aura 

€t la m^thode ci-dessiis permettra d’exprinicr T' par im 
produit de puissances de et de A^, 

359. Le resea u des peri odes 
2/u,o)i -H 

d^riv^ des deux periodes fondainenlales 

2 &'l “~r oCj "4-{3j 2 ~ OC 2 “t~ (33 

peul se represenler geometriquemenl coinme it suit : 

A partir d’un point queloonque V, porlons bout a boul 
deux droites represenlaal xoi el itoj en grandeur et en 
direction. Sur ces dcu\ droites, eonslruisons un parall^lo*- 
gramme, dit parallelo^ranime des periodes, Les diverses 
periodes seronl reprt^sculees en grandeur et en direction par 
les vecteurs incnes du point V aux points 

A 4- 2m,G),4- 

Ces points soiit les sominels d^un r^seau de paralle- 
logrammes egaux. 

Nous diroiis que deux norabrcs a, a' sonl equivalents si 
la diflterence a! — a est une periode; et nous repr^*senterons 
cette relation par la notation suivante 

a'~ a, 

analogue k ceJle usitee en Arithm^lique 

(modm), 
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pour exprimer qiie la difi^rence de deux entiers 6 , U est un 
muUiple de m el qni s’enonce, comme on sail, eu disant que 
hj b' sont congriia suivant le module m. 

L’aire du parall^logramme des periodes est 

I - <^ 2^1 I* 

L’angle ext(^rieiir /^o) repr^senle rarguraent du 

rapport 

_ 

‘2&>j 

S’ii est ■< TT, la [)artie imaginaire de t sera positive; sinon 
elle sera negative. iJausle premier cas, si I’on fait le tourdu 


Fik. V'- 



parallelogrammc cii s’eloignanl du point A suivant la ligne 
•A (o,, la rotation aura lieu dans le sens direct; dans le second 
cas, le sens sera retrograde. 

Les sominets du rt^seaii resieront les memes, si Ton rem- 
place , 2 (o.j par un sjstenie de periodes equivalentes , 
li exisle uue infinitude seinblables sjsleines. 

Appelons, en efiVt, p(h‘iode primitive loiite pt^riodc 

2 fji) j ZZJ. 2 /ft I C») j 2 //1 2 Gi)^ y 

ou m2 sont premiers entre eux. On poiirra determiner 
(d’une infinite de nianieres) deux nouveaux entiers /ij, /?2 
premiers entre eux et satisfaisant a la relation 


mi/I* — m2niz=:±: i. 
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On aurapainsi une seconde periode primitive 

et le couple aio^ sera equivalent au couple atd^, awj. 

Lc parallelogranime form^sur aco', a(o^ a pour aire 

l(wi«2—mjrtt)(a,(3j— a2(3,) [ ~ | a,|32— 
il est done Equivalent au parallelograinme initial. 

360 . Par unc raison de syinelrie, cpie la suite de cede 
etude incllra en E\idence, il con\ient de considerer, conjoin- 
tement avec a 20)2, une troisieme periode primitive 2to',, 
dEfinie par la relation 

2 -f- 2 (1)2 “f" 2 ™ o, 

laquelle exprime que ces trois periodes, mises bout a bout, 
forment un triangle forme. 

11 exilic done une infinite de triangles de periodes j)riini- 
ti\es. 11 jouent lous des rAlcs analogues dans la tbeorie. II 
on est un toutefois particulierement iuteressant; il pent s’ob- 
lenir comme il suit : 

Prenous pour point de depart un triangle (|iielo(>n(|ne de 
pEriodes primitives, par exemple le triangle ABC forraE par 
les pEriodes 

ABr=2Gtji, B( 4 “ 2<i>2, (]A --20)3. 

Supposons qu'il ait un angle obtus, en B par exemple. 
ComplEtons le parallElogiamine AIKlllJ et menons sa dia- 
gonale BD; ABl) sera un nouveau triangle de [)Eriodes primi¬ 
tives, de perimelre inoindre que ABC. 

Si ABlJ a un angle obtus, on on deduira un nouveau 
triangle de pErimetre inoindre, cl ainsi de suito, Cette sErie 
d’oporations ne pent sc prolonger indElinimeut, car les som^ 
mets du rEseau A-H o>i 4 -2 ctant isolEs, il nVn 

existe qu*un nombre bornE dans un cercle de rayon donne 
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d^crit de A coinme centre. II n’exisle done qukin noinbre 
born(i de p^riodes dc module moindre quele j)erimelre 4 BC 
et a fortiori un nombre liinile de triangles de perimetre 
moindre que ABC. 

On arrivera done necessairernent a un triangle MNP sans 
angle obtus (,/?/?. 40* sembJable triangle se nornme 
triangle principal; ses cotes 

MN-ili,, PM-2^2, 

seront dits periodes principales* 

Le triangle M N' P', sym^trique de MNP par rapport a Pun 
de ses sommelsM, a pour <‘6leh 

G’esl (nideinment un second triangle princi[)al. 

31 )!. 11 n’eii eviste pas d’autn* (si MNP n'est pas rec¬ 
tangle). Nous allons monlrer, en eflVl; que les j)eriocles 
± pAi,, zh ±: ‘>0111 parini les periodes primitives, 

celles dont le module est minimum, ce qui les caracterise 
compleleinent; et MNP, MN'P' soul Icsseuls triangles qu’on 
puisse conslruire a\e€ ces six [)eriodes. 

Pm effel, supposons, |>()ur fixer les idees, que |:iQi| soil 
au plus egal a j | et a | 

Les angles en M et en N eiaiit aigus cl au moins egaiix a 
Tangle en P, seront au moins egaiix a La hauteur PH du 
triangle, elant <^gale a 

I 2 I sinN m I I sin M, 

. . . 

sera au moms egale a —7=~ el a • 

” V2 V’-^ 

Cela pose, conslruisons ^ 0 reseau de parall^lo- 
grammes quia pour sommets les points M 4- 2/nA^i 4- 

Les modules des diverses pt 4 iodes seront represenles par 
les distances de M aiix sommets du reseau. 



$GGOKD« 




Or, parmi Jes pommels situ^s $ur MN, deux aetikmeiii, N 
ei NS correspondentidesp^riodeaprimitives, 2% et--- aQ», 
Quant aux soinmets situfe sur PQ, laperpcndicnlaire abaiss^e 


Fig. 41. 



de M sur celte droilc ayant son pied silud enlre 1 ^ el Q, 
ces deux points seront cenx qui donnent les perlodes dc 
module minimum 

MPrr— 212 , et MQ =1 212 ^. 

Les sommets silut*s sur P'Q' donneronl de iiouvelles 
periodes, parmi lesquelles cellcs du module minimum seroiU 

MP'=2i>3 el MQ'r:=~*2£>,. 

Quant aux aulres somineU du reseau, ils donneronl des 
periodes dont le modulo ost an moins ( 5 gal k 2l^H, quantile 
plus grande que et I 'iQj], el a fortioi i plus grande 

que I2O, |. 

Notre proposition esl done etablie. 

11 nous reste k examiner le cas ou le triangle MNP serait 
rectangle, en N par exemplc. Dans ce cas, MQ 6lanl perpen- 
diculairea PQ, la periode 

et son oppos6e MR' auraient le m^me module que MP, de 
sorte qu’on aurait deux nouveaux triangles principaux, 

MQR, MQ^R'. 

362. On a souvent int^r^t a choisir les p^riodes primi- 
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lives a<i)|, g<in^*ralrices du reseau, de telle sorte que 
leiir rapport ^ ait le coeffficient $ de sa partie iioaginaire 
positif, el le plus grand possible. 

Soil 

2 w'j oi\ J 3 , i, 2 &>' ~ aj H- jSj i. 

Ce coefficient est egal ( 3 S 2 ) a 

a;!3;-a;i3; __ ±:S 

S d^signant Fairc du parallelogramme (atiij, 203'), Cette 
aire ^‘tanl indepeadanle du choix des pcriodes fonda- 
mentales ( 339 ), on voil qu'oii devra prendre pour 2(1)' la 
p^riode de module minimum ; nous avons vu le moven de la 
determiner, ronnaissaiit les periodes iniliales 2(o<, 20)2. 

11 existe une infinite de periodes qui, associt'^es a 210', 
forment im systcune equivalent a 2 ); dies sont deux 

a deux ^galeset de signe contraire. On pourra prendre celle 
d’enlre elles qu’on \oudra pour 2o>2, en choisissant son 
signe de telle sorte que s soil posilif. 

Prenons, par exemple, pour 2o>^», la seconde periode NP 
du triangle principal l\lNiq//^g. 4 *^)- C’aire de ce triangle 


Kig. 4^. 



est^S; d’ailleurs MN cHanl son plus petit cote, P sera 
son plus petit angle; Pun au moins des angles M, N, par 

exemple N, sera au moins ^gal a On aura dune 


S zz 



PH _ PN 
MN ““ MN 


sinN ^ sin • 

O 
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il. — Tli6er6inel' g6n6raux sur les fonctions elliptiques. 

363 # Nous apfiyellerons, pour abr^ger, fonctions ellip-* 
\U^eSy les fonclions meroinorplies a deux periodes, 

Tui&oaBME. Line fonction eUipticjue enliere se reduit 
necessairenient d une constante. 

Car son module reste borne dans iin parallelogramme des 
p< 5 riodes, et, a cause de la pcriodicile, dans loul le plan. 

Th^oiieme. — Im sonttne des residus d'unc fonction 
eUiptiqne f{u) pnr rapport aux p6les situcs dans an 
parallelo^rarnmc des periodes esi nuile. 

Car celle somine csl cgalc a binlegralc j f[a)du^ 

prise dans Ic sens direct aulour du j>arallclogramine. Or celte 
inl^grale esl nulle, car deux ebbnenls correspondanls pris 
sur deux cotes opposes soiit egaux et de signe coalraire. 

On nomine ordre do la fonction/(//) le nornbre des pble.s 
qu’elle possede dans le parallelogrammey coinptes chacun 
avec son degr <5 de multipliciie. 

Cet ordre est aa nioins egal d a; car si Ton n’avail ({u’un 
[)6le simple^ le res.idu correspondanl A elant diflV‘real de 
zero, la somine des rcsidus ne serail pas nulle. 


Tiit'ionEME. — Si la fonction f[n) est d'ortlrel: 
requation /(w) = c, oii c est une ronstante qnelconqae^ 
admettra dans le parallelogramme I ravines^ egales ou 
inegales; 2 ’ ki somme de ces rat ines est equicalenle d 
celle des pdhs. 


Soient, en eflet, a/ les pilles de f{(i) \ yt, yA 

les racines de/(//) — c = o dans le paralledogramme : 
i** On aura 


k 


J{U) — C 
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I’lnt^grale^lantpriseautourdu parall^logr^piTie; or^ ^ 

6taat <Svidemmenldoublement periodiquecomme /(«)»celle 
Integrate est nulle; 

2'* On a, d’aulre pari, V 

ly--loc:=z -; I - (iu. 

^ 27:1 J J{u) — C 


Deux el<5menls rorrespondants de I’inlegrale pris sur les 
FiJJ- '| 3 . 


0 t 44 'Zu 



2t*j| B 


C(Ws oppost^s \B el ^3) auronl pour valeur res¬ 

pective 


, ^ /' ( II -1- M, ) , j , N ^ / 

<11 -h 20 ),) - -( - (til) - —I M -V- '('ilO—;-;- (/ll. 

-'J(ll -h 20 >,) — C^ - /(«) -f 


Lt'ur sonunc seivi 


/'(") ; 

> r*) -- f///, 

Vi«) - r 


La soniiiie des iiilegrales Miivanl les coitus Al> et CD sera 
done 


L j L A 

Or/(^^) — (• re|>rend la nieine valeur atix deux limiles. 
L’accroissenient de sou logarilhiuc iie pent done etre qu’un 
multiple de 27 :/, tel que — La soinine des deux inte¬ 

grates sera done 



^ QHAFItllB VU, 


4^0 

De m^me^ k somme des iat^grales smvaat BC et DA sera 
de k forme iimi o)|. On aura done 

iy — 2a = 2Wj0t)j. 


36 o. Th^oreue, ~ I** Si deux fonctions f{u)y^{u)aux 
ffetiodes ont les mdmes p6les dans le paralWo- 
gramme, et si la partie infmie de tear developpement 
aux environs de chav tin d^eux es( I a mime^ lettr diffc^ 
rence est unc constante; 

2"* Si deux fonctions /(;/),©(//), aux mernes periodes^ 
ont ies niemes zeros et les memes pdics dans le parallt^lo- 
gramme [avec la menie miihiplicite), leur rapport est tine 
constante. 

Car f{u) — o(a) dans Ic premier cas, dans le 

second, sera une fonction elliplicjue enliere. C’est done une 
constanie. 

366 . Tnt'iOREME. — Pour que deux fonctions eUiptiques 
f{u) et^f(u)^ admeitant respectieement les periodes aw,, 
2W3 et 2Wj, 2Wj, soienf liecs par une equation algebrique^ 
il faut et il sujffit que les quatre fteriodes aw,, aw^, aw', 
$e reduisent d deux periodes distinctes. 

Supposons, en effel, qu^on ail la relation algrbriqiie 

0=rF(/ (p) = A/^-h . .4-Ax, 

A, A,, ... ^lantdes poljnoines en Changeons dans cellc 
identity u en «4- %m\ wj, m\ ^lanl un eniier. Ce change- 
menl n’all^rant pas o, il viendra 

0 =r A/^'(i/ 4- 2 /?«', (X)\) 4 “ A,/^-'*(a -r 2 /?li u/, ) 4 -.... 

, Dkilleurs, / ne change pas si Ton augrnente u de 
W| 4- w^. Posani done 

2mj(»)i4- 



POMCtlONS ELLIFTIQVES. 


4 oi 


nous aurons 


o « w + d ) -+• * (o + ^) -f-., * 

=zF[/(« + 5 ), ®«1 

*- 

'f/J 1.^ 




Si les trois periodes 2(o^, 2o>,, rHaient distinctes, on 
pourrait cholsir les eiiilers m,y W2, m\ de telle sorte (|ue 8 
devinl plus petit que toule quantile donnee. Les coefficients 
de cbaque puissance de 8 scront done mils separemcnl; on 
cn dtfduil 

p dF d»F 

'■=°' T/=°- ijr=° . 

d’ou 

V — A,m..o. 


Done o («), salisfaisanl a dcs equations algeiiriques a coef¬ 
ficients constants, sc rcduirail a line constanle. 

On a (lone necessairernenl entre les pe^riodes une relation 
de la forme 


(f) ? ni\ 0) j -4- 2 ///, Cl), -f- } ni^ hs^ ~ 0. 

On demonlrera cle ni(*me rpvi^tence (rune autre relation 

(2) 2 n'^ (t)\ 4 - 2 /?, rj), 4- 2 Cl)2 ~ o. 

Les quatre p(?rio(les donnees sc reduironl done a (3es 
fonctions llneaires dc* deux pc^riodes dislineles. 


367 . Reciproquement, s^ppos()n^ rexi'»tcnee de deux 
relations telles que (») ^^ ('^') j les deux fonctions /el 'f seront 
li(5es par une Equation algtdirlque. En efl’et, elles adniettent 
un couple de p< 5 riodes communes 

afiizr—2m', Cl)', =: 2m,0t), 4“ 

2 £i| — 2 n\ ca'^ = 2 n. Cl), 4~ 2 

Sur ces deux periodes, fonnons un parallelogramme et 
soienl respectivement [x, v le nombre des poles de /et de cp 
h ^ a. 26 



SEcONDfi i»A,aTie. — cfiApi|ls vn. 

qni s’y trouvent conienus. A. chaque valeur parlicuU^^e 
donn^ ^ / correspoadent p classes de valeurs de w, de la 
forme ^ 

//jH- 2m.£2j4- 2 /W 4 S 2 ,, ..2miS2,4- 

et 4 chacune de ces classes une seule valeur de Ainsi, a 
chaque valeur de / r^pondenl p valeurs de f et de m^me, a 
chaque valeur de v valeurs de /. 

D’ailleurs, o considtVe comme foaction de / n'a que des 
points critiques algcbriques. Soient, en efiet,/o, Uo,'fo t^rois 
valeurs correspoadantes de J\ //, ©. Vux environs de la 
valeur u= les fonctions meroinorphes/et o admettront 
des dcveloppeiuents de la forme 

/■—/o== — Mo)®+ Mj (« — - 

— cpo r= N ( W ;/o)^-+- N, ( « — -f- . . . , 

a et jS etant des enliers positifs : si /’o^ '^ 0 ? sont finis; dans le 
cas contrairc, on aurait des developpemenls analogues pour 

^ ou ^ et la consequence serait la meme. 

La premiere equation, resoliic par rapport a u — Wo? don- 
nera son expression par une serie de puissances fractlon- 
naires de / — /o* Ln subslituant dans la seconde liqua¬ 
tion*, on obtiendra une expression analogue pour o — 

Done /el© seronl liees [>ar une Equation algtibrique (^147). 
Celle-ci sera en general de degre p par rapport a ©, et de 
degre V par rapport a /. Ce degre pent toutefois s’abaisser 
dans certains cas parliculiers. Supposons, par exeinple, 
que/et o soienl des fonctions paires de a. J-*es diverses 
classes de valeurs de / qui correspondent a une meinc 
valeur de u se ripartissent en couples, tels que le suivant 

-H -f- — //,4- 2/w,i2i4- 

Or, 4 toules les valeurs d’unm^me couple correspond une 
valeur unique de f, de sorte que le degr4 de lequation en f 
sera r^uit de moitie, 11 en est ^videmment de inline de son 



PqjtCTIOtfS EfXIPTIQCES. 4o3 

368. CoROLL4iRE. —' Toute fonction eUiptiquc f [a) est 
Uee dL sa deripee par une equation algebrique. 

En effct f {u) admet ^videmment les memes p^riodes 
que/(a). 

Cherchons le degr6 de celle equation. Soienl Ui 

les poles de f(u) dans un parall^logramme; ai, a/ leurs 
ordres de mulliplicile. Aux environs de I’un d’eux, wa, on 
aura iin d^veloppeinent de la forme 

/(u) = A{u - A,(w — 

d'oi!i 

/(w) = — — ... 

Le nombre des classes de valeurs de u qni correspondent 
a une mt^me valeur de f sera ^gal a et le nomj^re de 
cedes qui correspondent a une menie valeur de f sera 

L’equation sera done du degre enf* el du degre i 

en/. 

369. Nous \enons d’cHcdjlir (juelques proprietes gen^rales 
des fonclion> ellipliques; inais il re^le a proiner Texistence 
efl’eclive de seinblables fonctioiis et a lejs con>>lruire. Ce sera 
i’objelde la Section suivanle. 


III. — Les fonctions pu. iu. 




M 8i(co««a #4iiTI*. — Til. 

AOmntes et produH A toutes vjileui^ de ep qui 

sont de la forme Hh aWs Wa(le $yst;^inG /n« sp i«sa= o 

eaeept^, ce qne rappellera I’accent dont les symboles n 

et out affect^s. 

CeA expressions soot absolument et uniform^Oient con- 

vergentes dans tout domaiiie born^ R qiii ne contient aocnn 
sommeidu r^seaii des p^riodes. En effet, Je lerme g^n^ra! 
de pu^ par exemple, pent s’ecrire 

i I 2//<r — _ A 

( w — ir)- fr* \r^{(i — ^r)* ti 

A iendani pour (v = oo vers la limiie aw, dont ie module 

restc borni dans R. Or on a vn quo la s^ric ^ ^ abso- 

lumrni convergente (l. 1, n** 3i9). 

La mSme demonstration s’applique aux series !Jw ellogdf'w. 
On a evidemment 


^ 1 ^ 


3 " U 


(4) 


•iu 

p'«-— 




± _y ^ 3V .* .... 

( //- i\>y ^ Jmd ( U — iV) 


Considerees cornme fonclions des Irois xariablcs w, 
les fanclion '5 o', JJ, p sont homogfenes, de degr (5 i,— i, 
— 2 respet-tivemenl. 

Consid^r^es coinme fouctioiis de 2w,, 2Wa seulemeiii, 
eUes restenl invariables par loute transformation lin< 5 aire de 
determinant ± i. Gar cc changement n’alt^re pas Ie r^seau 
des p^riodes iv. 

Consid^riSes comme fonctions de u seui, pw esl une fonc- 
iion paire, JJw et du des fonctions impaires. Car les valeurs 
de tv ^tanl deux k deux 6gales et de signe contraire, on pent 
cbanger iv en ^ tv dans les sommalions. Si I’on change 
simu^flm^mefit u en — w, pw reprend sa forme primitive, 
laJlia que et du changent de aigae* 


371. Leg pMesdepw soiit leg points + 2 ima<dsj. 

lis 8<mi doubles. Aux environs de =±: o on a 


I I _ %u 3«* 

(a—'fv)* (V* 


4 


4 -- 


Faisons la somiriation, remarquons que les puissances 
impaires de u doivent sc delruire; enfin, posons, pOur 
abr^ger, 



nous obtiendrons le d<^veloppement 

(6) — — -H - 


La fonction a pour poles Ics points 2 m, (o, -f- 
Ges p6les sont simples el les residtis correspondants sont 
^gaux a I. 

Gomme sw a pour derlvee —pu el que ~ s’annule 

pour u == o, I’integration de Teijuation (G) donnera 


( 7 ) 


Cm 



Integrant de jiOuveau el remarcjuant que, pour u =; 
log^M — logt4 s’annule, il vicnl 


( 8 ) 


log s'« 31: logM 




o' M ; 


M € 


=: m{i 4- M^-f* . . .)^ 


€J?a, ... ^tant des polynomes enliers en c,, c'a, .... 
JD’ailleurs, du est une fonction entiere, doul lesz^ros sont 
les points 2 mi W| + 2ma«02. Ges zdros sont simples. 


372. Soit 


20) rz: afX|0)|4* a/XsWi 
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line periode quelconque dii r^seau. Le changement de u en 
li-f-ati) ne fait qiie permuler les uns dans Jes anlres les 
ternies du d^veloppemenl 



^ * 

’iibsotumenl convergent, il reslera inalt^r^. Done 




Int^grons, il viendra 

p{u -h 2(o) m jU/ H- C. 


Pour d<5terminer la conslanle, posons u=: — to; il viendra 

% 

pw = p(—c.)) + C-=j>(w) + C. 
m 

,DoncC esl nul, eipu sera donblemenl periodiqiie, romme 
sa d(^riv^c. % 

^Gomme on sail, en outre, qu’elle esl paire, I’tiqualion 




leltra les racines 


pu—pu^ 

4 


n =:±: Uq-+ periode. 


Mais elle n’en admetira pas d’aulre, car pUj n’ayant qn’iin 
p6le double dans chaque parail^logramrne, ne jioiirra j avoir 
pins de deux z^ros. 

^^Ilt<^g^ons r^qnation ^ 

( 9 ) p(w-^2a))r=:p//, 

-#r ' ^ 

iibns tronveiWs 


^//%2C»))r=Ca4-'C. 


m encore u ~ — o>, il vient 


% f “f* C — - 

C=2: 


■ -h C, 





rOKCTIONS IIUPTIQUFS. 


Posons 


ini = Cwi, 


Nous aiirons, cn paiticiilier, 

C(//4- 2 W 5 ) 4 

» 

C't, plus g^t^neraleriKuit, en posant 

2 (i) = 2 p 1 o)j -f- 2 ^2 

2YJ ™ -H ofi^riiZzr 2?(.), 

(11) ?(// H-oo)) rr J// h 2Ai. 

373. l.eb fpialre constanles oi|, (t> 2 , Tj,, sont lieos par 
fine relation nnpoitante. Poui I’oblcnir, calyjlons I’lntegrale 


aiitoiir d’nn pardllelogiaminc de p^niodes VBCD (Ji^* 44)^ 

*‘g ^ifr 



A 2 ui, B 


Cousid<^rons df u\ (Elements col^e^polldanls des deux 
j^ralcs biinanl AB etCD. Ils sonl respeclivement egau,x i 

% ^ 

t// rfw, — C(w -4- 2 ci)2) (Cm -f- 

4 

Leiir somme sera —2 t[^du. On aura done, pour la sotnme 
des deux inl^grales, ^ * 


— 2 y )2 da 4' 

ift 





sscoms ^ nu 

Stir les BCei DA, les ^l^ixients eorr^spondatiis tjBJp0iit 

—(C« — at3i)rf«/, 

el iasomine des detix inlegrales sera 

L’int^grale cherch^p^seia done 4 (w:jYj, — 'n 2 t»>i)* Mais elle 
esi au produit de 27ti par la soinme des r<5sidus ifela- 
lifs ajflf p61es conlenus dans le paiallelogramme, si I’on a 

toiirn^ dans le sensdirecl (c’es|~^i~dire si a sa partie 

r^elle posiliie); au in^me produit change de signe, dans le 
cas conlraire. D’ailleurs n^a dans le parall^logramine 
quNin seiilp61e, dontle r<5sidu est i. 

Cornparant les deux expressions oblenues, nous aiirons 

( 12 ) <i> 2 ra— £ — y 

e ^tanl ^gal a -h 1 on a — 1 , suivanl que t a sa partie irnagi- 
tiatre positive on negative* 

^74. Int^gmns I’equaiion (i i), il vieiidra 

log3'(« 4 - rrr log O'W -h 2 0 = COnSt., 

(f( a -h 2 0)) "zr C 

SI to n’est piis une periode (el en paiiiculier si aw esl une 
^ periode primitive), <t(o a’elant pas mil, on pourra encore 
determiner la constante en posant u = — to. On troiive ainsi 

rr C w) — C 

d^otl 

el 

Dans le cas le plus g^ndral, 2 to sera un multiple d’line 
Periode |»riinilive aco\ Soil 

^ 2£0 rr X.a<o'. 3iG = X,3ir?\ 

# .fe _ 



FOXCTIONg ELUPTH^DES. 

La formule prec^dente donne,ra 

3'(« + a(a) = 3'[i/-4-(X-—i) 2 w'-l- 2 w') 

= _ e‘»l ■')»') 4- (7. — I)2 w' ] 

— (— J )X ^’Tf)'(Xw+-X*W') 

O'M. 

Celle formule ne differe de la prec^denle que par le clian- 
gement du facleur — i en {— i)^, qui sera egal a -H i 
loraque co est une p^riode, 

Ges rt^sullals peuvenl sc condenser dans la formule siii- 
vante : 

( a'(« H-•afi)) m 

(»3) 

I (w Ti — pjYli-f-pjYli). 


375. Cherchons r<Hjuation algehriqiie qui 
(368). 

A cel effel, formons un polynoine en pu et p'u qui, dans 
un parall(5logramme donne, iradmelle plus de p61es. Cesera 
une fonclion ellipliqnc entiire el, par suite, une conslanle. 
Si, de plus, il s’annule pour une valeur de a, il sera identi- 
queineiit nul; ce sera done le premier meinbre de I’equalion 
cberchec. 

Choisissons un parallelograinme qui contienne I’origine; 
pu et p'u y auront un pole unique w = o, aux environs 
diiquel on a 
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4iO 

Posant done, pour abr^ger, 


('4) 


6'.=i4o2;'^, 


h ipc^notn^ — ip ^non seulemenl 
n’aura plus d| j>61e, mais s'annulera pour w = o, Liquation 
cherchee est done 

(*5) -gj,. 


376. D^rivons oelle equalion el suppriinons le facleur 
coinmun ap'. H viendra 


Subslituons dans eetlc ^qualion le d(HeIoppcmciil 

V ' p(/= ^ 4-c,//*-+-- 

1 

L’identification des tonnes en //*"“* donnera 

a«(3rt — j)r„ = 6(c„ 4- c, r„_, -f-... -+- r„_iC, -+- c „). 


d’oi. 

('7) 


G 


ctn{2 ft — i) 


-(o,C„ 


C„-iCt). 


Celle formule recurrentc pennel d’exprimer Cj, c,, . . . 
par des polynomes enliers on r,, c^. Mais 


(18) 




I 



Tons les coefficients c*i, 03,03, ... sent done des poly- 
nomes entiers en g^. De m^me pour les coefficients c/|, 
d^) .. V du d^veloppement (8) de a*M. 

Les quantiles gz sont, d’apres leur definition, homo- 
4 el — 6 en to,, (03. D'autre part, p w, du 
J’ordre — 2 et i en u, to,, tOj,. D’aprfes cela, 



sont 



FONCTIOKS ILUPTIQDES* 

le polynome Cn ne devra contenir que des termesM 06 
les exposants satisfassent h la condition 

— {^'k -- 6 ix -h 2n :=— 2. 

On aura, par suite, 

a, [i, Y> 5, ... etant luim^riques. 

La inline observation s’applique aux polynomes r/,,. 

377. IVenons los deriv^es successixes de I’^quation ( 16 ), 
en reinpla^ant, a niesure qu'elles s’inlroduisenl, les quan- 
tites p''^ el j/' par Jeurs xaleurs en p; on Irouxera 

I = 6 ,,.’- 

(,9) )p"' = ,2pj)', 


et, g(5neralen>ent, 

(20) 

^lant des polynomes enliers en p//, dont le 
degre est marque [)ar leur indice, et dont les coefficients soilt 
des polynomes en le premier etant puremenl nume^ 

rique. 

Soil 

A|P"* -h A,“f-... 

tin de ces polynomes. II doit etre homogene de degre — 2 m 
en w, C 0 |, ci>a; ses coefficients auronl done la forme 

Ai=0, Ajirra^j, A3=:6^^3, 

A 5 S 1 ^6 I 2 > • * • ^ 


a, 6, ...^tant numeriques. 




44 ^ VU. 

mm iMoatrei^ns qti’elfe admet qpi&me solution* une fonc- 
lion pUy donfinous^d^terminerons |es p^riodes en fonclion 

L’^quation 

Z=:45»~.^5Z^j^5=:0 

a trois racines inhales e»,e2, eg. Pour fixer les i( 3 fees, nous 
les siippos<h'ons num^rotees dans Fordre ou on les rencontre 
en tournant dans le sens direct autourdu triangle <?3. 

Soil un point quelconque different de , ^ 2 , ^ 3 - 11 con- 
, viendra, pour plus dc syinetrie, de le supposer situda Finte- 
rieur du triangle ^ 2 ^ 3 * Eo ce point, le radical y/Z aura deux 
valeurs egales et oppos^es; nous designerons par y/Z^ Tune 
d’ellcs, choisie a volonie; Faiilre sera —y/Zo- 

Soil enfin Uq une constante choisie a volonlc. 

D’apres une proposition fondamentale que nous etablirons 
dans la th^orie des Equations differentielles, il exisle une 
fonction analytlque z de la variable a qui satisfait a Fequation 
difterentielle, et qui, pour la valeur iniliale « = «,), sc r( 5 duit 
a 3 o, le radical y/^Z prenant en inline lenips la determina¬ 
tion y/Zo* suivant de proclie en proclie la variation de 
cette fonction, on ne pourra rencontrer de point critique 
que lorsqu'elle deviendra infinie ou prendra Fune des va¬ 
leurs ei, ^ 2 , eg qui sont critiques pour y/Z, considere comme 
fonction de z, 

380. i® Supposons que, pour une certaiiie valeur de u, 
telle que Ut, z devienne ^gal al’une des racines ei, ^ 2 , eg, 
par exemple 4 e|. Le point ne sera pas critique. Posons, 
en efTet, Fequation difl'^rentielle 

^ = v/Z = s/4(3 — e.) (a — ej) (« — «>) 

sera transfprm^e en 


~ —. (e I — ^*-+- — ^3 4- . 


it 



La valeur t=o n’^ljjBinf/jgjas . un point critique pour le' 
nouveau radical, u — Ui seta iin point ordiuairOpour la fonc- 
lion i et aussi pour 5=3N?j, 

2 ® Supposons mainteuant que, pour u — z devienne 
infini. Ce point ^era im p6le» Posons, en effet, 
L’^qualioj#^difl'erenlielle deviendra + 


— 2 dt 
dll 




■Stt^ 


■ O 3 




Oil 


4 


1 

2 

dt =^±{l ~>r dt. 


Int^grons a parlir des valeiirs initiales simultan^es ^ = o, 
iiz=zu^^ il viendra 


W — ±: ^ 




et, en resolvanl par rapport h 

/r:i± (/< — (/,) — .. .]. 


La fonciion 3 estdonc meromorphe, et aiix environs de 
chacun de ses poles, tel qiie la partie de son dt^veloppe- 

inenl qui ne s’anniile pas se rediiit a -—^-j* 


381. Clierchons a determiner les valeurs de u pour les- 
quelles z prend une valeur determinee L’equation difl'e- 
rentielle peut s’ecrire 



dz 


et en integrant de Zq a 



4i3 fisuoNit* nt. 

Le'&»fne <ie est d’aiUeni^ lit(6 par la condition; q»«, 
pour la valenr initiale s = s«, il se f^duit k y^*. 

Nous avons k chercher les diverses valours que peut 
prendre cette expression lorsqu’on Cait varier la ifgn® d’inl^- 
gration suivie de So ^ ■s'* A cet effet, menons une ligne d^ter- 
min^e 45) entre el s'; joignons d’autre 1»arl «« aux 


«Mg. 4i 

z' 



poiats|)ardeslaceisL|,Lj, respectivemenlform(5s 
par des lignes X,, )v 3 interieurc'^ an triangle, el par des 

cerclesinfinimenl pellls Cj. 

On sail que tout chemin trao^ de r,, a z' est Equivalent a 
line combinaison de lacets, suivie de la ligne L(t. I, n‘^229). 
Deux cheinins equivalentsdonnenl d’ailleurs la mEine valeur 
k TintEgrale (U I, n" 198). 

L’intEgrale suivanl le lacel I>, se compose des integrates 
sui\ant 5^, suivaiit C| el suivant la ligne de retourX^*. Gelle-ci 
est Egale a la premiere, car leiirs elements correspondants 
sont les mEmes, nc dilFerant Fun de Fautre que par un doubly 
changement de signe, celui de du, et celui de \/% prnduit 
par ia rotation faite aulour du point critique D’aillewts^, 
si le rajon du cercle lend vers zero, FiniEgrale suivant C 4 
tendra vers zEro (297) et celle suivant vers une limite 
dEtermiiiEe {29a) que nous dEsignerons par A,. r, 

Cc rEsuUat est indEpendanl du sens dans lequel le laeet a 
EtE dEerit; nous aurons done ' 



^ KtUl»TIQUR8^ 4*7 

On doit toutefois remarqwer que si Von avail d^crit, avant 
ie iac^t wusid^r^, d’autres lacels en nombre p., cetle ope¬ 
ration aurait multiplie y/Z par (— i)i^, de sorte qae Tinte- 
grale serajit dans ce cas egale 4 (— i)h-2 A|. 

Les integrales suivaiH les lacets L2, L^j Lj* seront de 
inline egales a 


±2 



= ± aAj, 



±: 2 Aj. 


Enfin, la \aleur de I’integrale suivant L etanl designee 
par I, celte valeiir dcMcndra egale a *—I, si L a ete precede 
d’un nombre impair de lacels. 

Les valeurs chercht^es de u sont done donnees par la for- 
mule g^nerale 


u = ^/oH- 2/«| A| -h 2//2 Aj-h \3 (— r)"i+'«i-+-"3l, 


A? 4 , a? 2 , ^3 etant des entiers positifs ou negatifs, dont la 
somme osl egale a o ou a i, suivant que le nombre des lacels 
esl pair ou impair. 


382. Posons n, = d’ou n^ = ou 

— m2 -i- I; 



La formule ci-dfessus se decoinposera dans les deux sui- 
vanles 

^ M rz 2m, Wi-h 2m,(«)2-h I Wo» 

U = 2^26)2-1- 2 A 3 ~ I 4 - Uq. 

Done z csl une fonction elliplique d’ordre 2 , aux periodes 
J. - II. 
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^ 4i8 




Ses p61es ^lant doubles, il%’y en aura qii’un chaque 
paralldogramme. Pour d^tenninor leiir sitjjation, concevons 
que le point z' s’^loigne a rinfiiii, et iiil^grons ^ le long 
d’lm contour forme (Jig- 4^) * 


Fig. V'y. 



I® Par la ligne ZqZ*; 2 ® un cercle C de rayon infini passant 
par z^j decrit dans le sens retrograde; 3® la ligne 4 *^ 1 ^:^ 
lacets Ls, L^, Lj. Ce contour ne renferinanl pas de point 
critique, Tintegrale sera nulle. 

L’integrale suivant C est nulle (297). Mais, en diJcrivant 
ce cercle qiii enloure les trois points critiques, on a change 

le signe de y/Z. L’inlegrale C sera done egale a ^ ; les 

int^grales suivant les lacets seront — 2 A 3 , -h 2 A 1 , — 2 A 2 . 
On aura done 


d’ou 



2 A34- 2A1— 2 A2 ~ o, 



Mais 1/0 + / est Tune des valeurs de u qui correspondent 

a -2 = 00 ; done A# — Ai + A^ est Tun des p61e$ cher- 
ch^s, et leur formule g^n^rale sera 




4*9 


F 0 KCTI 0 N 9 I^LIPTIQUES. 

Donnops k la constante Ja valeur parti culiere 

^ *i w ^ *— I ■■ I 2 ^ 

4 * 

z ne sera autre chose que la fonction pu construite sur le» 
pc^riodes atO(, 20)2, car ces deux fonctions out les m^mes 
poles, et leurs d^veloppements aux environs de chacund’eux 
ont non seiflement m^me partie inflnie, mais m^me terme 
constant, k savoir zero. 

On aura d’ailleurs 

pw 2 =e 2 , 

Posons, en elfet, z'=zei et prenons pour L la ligne A4> 
pour laquelle I = A,. La forirmJe 

(t =1= 2 wI -h 2/^261)2 4 - 1 -h 

qui donne les valeurs correspondantes de u, deviendra 
u ~ 2 ^ 10)1 -+- — AjH- 2 Aj — Aj 

m 2 f?li Cijj -f- 2 AAij W| —{- 2 OJ 2 "4" Ol)i 

ct se reduira a to, eii preiiant nii = o, niy — — *. 

Pour = ej, I = Ao, m, = ni2 = o, on aura de meirie 

el pour z = ^3, I = V,, A??, — ni2 = — i, on aura 

U ZIZ f,> 3 . 

383 , Les constantes ris peuvent etre exprim^es, 

coinme les demi-p^riodes a)|, (*>2, <133, par des inl^grales 
definies, On a, enefl'et, 

et, en integrant de w a w + 2 w,, 

w-i'iw, 



2tli=r t(w4-2w,)-— 


pu du. 
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Fosons 


pu: 


d'o& 


da 


dz 

IjT 


La diff^rendelle 4 inl^grer deviendra on devra rint^- 

v/Z 


grer suivanl une ligne telle qii’en la parcouraat u croisse 
de 2 cai. On pourra, par exemple, prendre le contour formd 
par les deux lacels L 3 , La, ou le contour Equivalent K forniE 
par la ligne {fis* cercle c,i, la ligne <^ 3^2 et le 

cercle Cj* 


Fig. 47* 



Or les intEgrales suivanl les pelits cercles soul nulles, cl 
rintegrale suivant est egale a Tintegralc suivanl 
On a done 



On peut calculer de mEme j; done 



Tout le systfeme des quantilEs c*>,, Wa, r) 2 , n’est 
dEfini qu’au signe pres par les formules ci-dcssus, car si Ton 
rempla^al par son opposEe — le radical chan- 
gerait de signe lout le long des lignes d’inlEgration. 
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334. Les ini^grales (i>i, <*>s? ^3 sont des fonc- 

tions continues de gsi tant que ces parametres nc fran- 
chironi pas un syslime de valeurs tel que et, soient en 
ligne droite. 

On a, en effet, comme nous venons de le voir, 


et de in^me 



Soit K! un contour ferin^ enveloppant K, inais laissant le 
point ei a son exlirieur (Jig. 48). Le radical y 'Z dtantsynec- 

Fig 48 



tique entre R et R', on pourra remplaccr les inlegrales sqi- 
vant R par des inlegrales suivant R'. Celles-ci, pouvant dire 
d^rivies sans difficult^ par rapport a chacun des para- 
metres g^ et g^^ seronl continues. 

38 o. Th^oreme, — Les piriodes 2W|, 20^2, 2(03/orme/?^ 
un triangle principal; et les rapports ^ auront 

leur partie iniaginaire positive. 

Cherchons, en eflel, comment varie Targumenl a du rap¬ 
port 

dz _ dz 

v/4(« — ff|) (« — «») (s — e,) 

lorsqu’on suit le bord inl^rieur du contour du triangle e\e^€^. ‘ 
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Soil la valeur de cet argumjenl an coinmencement du 
c$ii Lorsque s decril ce c6t^, les arguments de dz^ 

-^“63, z — ne cliangent pas* Celui de z — ei s’accrott 

de angle au sommel ei du triangle. Done, sur le c6t^ 

consid^re, a d^croitra de «o a ^ e,. 

L4nt^grale o)| ^tant la limite d’une somme d’^lt5nients 
dont les arguments sont compris enlre ces deux valeiirs 
extremes, son argument sera compris dans le m<^me inter- 
valle (t, 1, n® 186), On aura done 

arg(o,= o < £/, < i. 

Si maintenant z passe d un ^l^inent inlinimenl voisin de 
et situ(5 sur a un autre elemenl infinimenl \oisin siting 
sur e^ei (en restant dans rinterieur du triangle) les argu¬ 
ments de z — z — n’auront pas \arie; celui de z — e;j 

aura decru de ea; enfin celui de dz sera accru de t: — C;,. 
L’argument a aura done au di^but du cot(5 ese^ la valeur 

1 ^ I ^ 71 I " 

On -ei -f- 7:- (\ ™ -1— e,. 

9. 9 9 2 

x\ 

Le long de ce c6te, il d^croUra de on aura done 

71 I 

argwj^zao-h ^ Jo < 6'2< i, 

et, par suite, 

CO, t: a * I " 

arg — rr. —^ 0 , - e, -I- C/2 “ ^2- 
(Oi 2 2 2 

Cette expression est comprise entre ^ et tz. Done ^ a sa 

partie imaginaire positive. D’ailleurs, soit \BC le triangle 
form^ sur AB = 2a><, BC = 2o)2, C/V = 2(03. L’argument 

de ^ repriJsente evidemment le sup|)l^menl de Tangle inti-^ 

rieur B. Celui-ci est done aigii. 
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Comme on pent, dans le raisonnemenlci-dessus, permater 
circulairement les indices i, a, 3 on voit que le triangle 
VBC esl aculangle. C’est done I’un des deux triangles prin- 
eipaux. 

386 . Quelques cas particuliers inlcncssants sonl a si¬ 
gnaler : 

1*^ TiC triangle infiniinent aplali; et les trois 

points e,, e;j sonl on ligne droile. Dans ce cas limile, le 
triangle ABC sera rectangle. (Si, pour fixer les idees, on 

/ "\ s 

suppose C3 coinpris entre c, et C2, les angles et C2 seront 
iiuls, et 2(.02 per[)endiculaire a imo,.) 

En vertu de Tegalite 

C 1 f ~ 6*2 —H o, 

la droite passera par l origine; soil X son argument : 

on pourra poser 

,, - ^5/) ,, - /"I 

E,, E2, R{, Cij, G.i elant reels. 

Piiis(|ue e,, Co, sonl les racines de l eqiiation 

o 4 - A>.. - i 3 - G3 

E,, E2, E.t seront les racines de I'equation 

4— G2 ^ — G3 — 0. 

Elies sont reelles; done on aura 

>0, 

et Einvariant absolu 

rr® 

T_ 2 _ 

cr® - ft'i G7 (i^ 

sera riel et > i, 

Cette dernicre condition est suffisante pour caract^riser 
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m ca», Car, J itant r^el, ^ le sera. On pourra done poser 

gz ^ gz ==: Ga 


Ga et Gj ^tant r^els, puis 

e,=:E,c>*\ e8=:E,e'\ ea^^rEae*'; 


E|^ Ea, Ea seronl les racines de T^quation 


On a d’allleurs 


4 — Gj/ — G 3 O. 


J=: 



i’ 

% 


quantile qui ne peut ^tre > i que si son denominatcur esl 
posilif. Done E|, E>, E^ seront reels, et les points Pi, ea, 
eu ligne droile. 


387 . 2® Si J esl reel, mais <1, GJ— 27G3 sera negatif, 
et r^qiialion en t aura une racme r( 5 elle Eg el deuv racines 
imaginaires conjugu^es 

EjzrrJIe~'“, (11 reel). 

On aura done 

e, = H - IIm 

cl, les quantiles 

^3 — ^2 = (E, — H ), 

e5--e,=:e'>(E3— IIe^“) 


ayant le mfime module, le triangle sera isosc^le. 

Riciproqueraent, si les deux edt^s sont tJgaux, 

leur bissectrice passera par rorigine, qui (en vertu dc 
quatioa ei 4- e* -f- = o) est le centre de gravity du triangle. 

En d^signant parX son argument, on pourra meltre ^1,^2, 
tous laiofme 


% 


e,= E,e'\ 
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II et E« ^tant r^eb. On en d^duit 

Ga et Ga ^tant r^els. 

D’ailleurs, I’^quation 

— Gj t — Gg rr o 

ajant pour racines les quantitds 

11 

donl line seule est rt^elle, on aura 

G^ —?. 7 G*<o et J<i. 


388. Ce cas peut encore 6lre caraclerise par la condition 
que le triangle ABC des pt^riodes soit isoscele. 

Soient, en effet, / la longueur commune des deux c6t4s 
^ 3 ^ 1 , p Tangle quails formenl avec la bisseclrice; on 

aura 

Cf. zrzez-^ c^j r= eg 


Posant done 
Pint^grale 


-i: 


: Cg H- 

ch 


^l\{z cr,) (z — e^) [z — eg) 


deviendra 


\f, Wi 


ik 


(l i)t 


Si, dans Pintegrale 


nous posons de m^me 


(0,: 


-I 


'‘dz 

v/z’ 


a Cj -+- . 
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nous aurons une IransfornnJe idenliqMe, sauf le changement 
•du signe de jx. 

Pone* 

e * Wj et — &)j 


seronl des quantiles conjugu^,es el auront in^me module. 
Done I w, I = I cojil et le triangle ABC est if^oscele. 

Reciproquement, supposons qu’on ail [(o,| = |io^|. Ap¬ 
pelant ^celle quantile, nous pourrons choisirdeux noiivelles 
quanlitds X et p, telles qii’on ait 






1^) 


Subslitiions ces valeurs dans les expressions 

.coV'-L, 


is 2 ■ 


il viendra 


6 o 

g-,=r- 


p8 jU 


I 


(/w, 

I 


- 4 - 


Les sommesqui figurenl dans res expressions soul rc*elles, 
car les lerines ou nii = sont reels, et les aulres sont eon- 
jugii^s deux a deux, si I’on associe ceux qui se deduisenl 
I’un de Faiitre en ^changeant m, avec ni2- On aura done 

^>2 ™ G2 e''% ^,-3 “ G3 , 


Gjj el G3 etanl reels. Done J sera reel; mais il sera < 1; car, 
lorsque J>i, nous avons vu que ABC n’est pas isoscele, 
mais rectangle. 


389 . Deux cas plus particuliers encore ni^ritent d’etre 
signal^s. 

S'* Si 1= I, d’oii ^ 3 = o, r<5quatjon 

45*——^,= 0 
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aura une racine mille et deux racines egales et oppos^es, Le 
triangle sera a la fois isoscMe et infinimenl aplati^ ct 

le triangle ABC sera a la fois isoscele el rectangle. ’ 

4 '^ Si J = o, d^ou ^2= o, r< 5 qualion 

se r< 5 duira a la forme binome ct I’on aura 

2 7r / in { 

.~ . ~T~ 

Cl: c.,:Ca:: I: c : c , 

•in / in t 

C, -- Cj: et — es: c, - c, } :e ' :e ' . 

Les triangle^ cl \BC scronl equilateraiix. 

Reciproqiiement, si ABC cst equilateral, g2 ^^^cra mil; on 
aura en ell'el 

‘i n I 

Glj-rze G)i, 

Substituanl retie valeur dans Texpression 


elle se reduira, a un facleur roiuinun pres, a la sommc 

f 

5=2 

()r on a 


V rn , -f- /;? 2 r 




stt/ _ f 

s-c ~y 


im 

3 




ou, en posant — mi 4 - ^2= — a>?, = An^, 


27t/ / 

S = «‘~V . 


^ (-, 

Done S = 0 el ^2= o, J = o. 


= e ^ S. 


I ^ 

m j e 
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390. 11 ir^saUe de I’examen de ces ma parttoulien qu^en 
gi&^ml, si ie triangle eiej«t a deni c6t^s in^gaux 
et ejei, les modules des p^rtodes oorrespondantes aci>(, acof 
sdrontindgaux. 

Soit, pour fixer les id^es, ejes< e»ei; on aura 

|2W,|<!3W,|. 

£n effet si nous d^formons ie triangle etCjej d’une maniere 
quelconque, de telle sorte que reste <«*«,, la diffe¬ 
rence lawal — i 2 «!>,[, ne pouvant s’annuler, conservera un 
signe constant. Pour reconnaitre qu’elle est positive, il nous 
suffira de consid^rer un cas particulier. 

Soit, par exemple, 

e, = —a — h, Cl — — e, = 2a, 


a et h eiant positifs, et h infmiinent petit. On aura 
Z = 4(3 —a«)[(5-t-a)*-/P]. 


dz r" 

3&),= 2 / aw,= a 1 

J—n-h VZ *^-aH 


d 

v/Z 


d 

kW 


Posons 


z ~ — (Z ^ htI 


ce$ inl^graJes deviendront 



dt _ 

ia-k- ht) — i) 

dt 

• . ... . . <. . .'■■■■ < .a. . .. " .!-. — '. • 

6a 4- ht) j) 


La premiere a ses ^l^ments r^els et son module a pour iimiie 
la quantity finie 



dt 

^3a(i — 


a $e$ ^ymenia purement imaginaires et de 
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tn^fiie sigtie, et mn module e^t plus grand que Fial^grale 



A* d^signant un nombre positif arbilraire, momdre que^* 

Si nous supposons h infinitnent petit, celte derniere inle- 
grale aura pour limite la siiivanle 



dt 

sjia{t^ — I) 



laquelle tend vers od si k croH indt^finiment. Done | ato^j aura 
pour limite oo, et Ton aura bien 

|2C^2|>|20), |. 


391, line fonction elliptique/(w), aux periodes 2 (i)|, 2(02 
peut s’exprirner de Irois nianieres dillV^rentes par les func¬ 
tions o'!/, pu, 

,« quotient de fonctions o'. — Ce precede 

demandc qu’on all d^termin^ les z6ros el Ics poles de f{u)* 
Les zeros de pu formeronl un certain nombre de classes, en 
r<^Uiiissant ensemble ceux qui sont t^quivalenls (d’aprd*s la 
definition du n^ 359). Soient n le nombre de ces classes; 

<jr 2 } «• (tf, des zeros determines choisis respectivement dans 
cUacune d’elles. Nous supposerons que tons ces zeros sont 
simples; s51 y en avail de multiples, nous n’aurions qu’a 
poser . dans la formule que nous aliens oblenir, 

Les pdles fonneront 6galement n classes; nous en choisi- 
rons un dans chacune d’elles; nous obtiendrons ainsi n poles 

On a la relation 

aj -h na . 4* 6, -f- 6* -H... -h H- periode. 

Car, nous consid^rons un paralMlogramme quelconquc de 
periodes, il contieiidra n aeros a,, et n p61es 
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• j entte lesquels existe une relation de ce genre et 
qiii ne different res^pectivemenl de /?,, . . ., et i|, 
que par des p^riodes. 

En rempla^ant par exemple, par un autre zeSro de la 
m4me classe convenablement choisi, on fera disparailre la 
p<5riode, de inaniere qu’on ait simplement 

1 -f- . . . (Iji bfi» 

Cela pos^, la fonclion 

-- ar,) 


a m^mes pdles et memes zeros que/w. Elle a d’ailleurs les 
inemes periodes, car si Ton change ii en par 

exemple, reproduit multiplit^e par le facteur 

_ rt-hWi) 

_ I ^*1^1 - * ’ 

On aura done 



(35) 


s'!// — />,).. .o'C// — 


C d^signant une conslante. Pour la determiner, on donnera 
k u une valeur particuliere, pour laquelle on eiprirnera que 
les deux membres sont egaux (ou ont inline valeur princi- 
cipale, s’ils sont mils ou infinis). 


392. 3® Par C deri^ees, — Soient a, /y, ... les 

pdles distincts que possede fu dans un parall<5logramme des 
periodes (ou des pdles quelconques equivalents a ceux-ci). 
Soient respectivement A, [Jt, , . . leurs ordresde multiplicity; 
enfin soient respcctivemeni 

Ax A, 

-T -h . . . H-4-. 

(« — an — a 

Bj, B, 


* • » 
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les d^veloppements de f{u) aux environs de ces p 6 les; on 
aura 

26 ) fu— —a)—AjC'(a —a)+..,4- 


C, 

C d(Ssignant une constanle. 

Suit en eflet Fm le second mcinbre de cette formiile. Si 
Ton accroit u d’une p^riode 2 to, IT// s’accroit de 2 yj, et ses 
derivees reslenl invariables; Fm s’accroit done de 

2YJ(A,-4-B,4~...). 

Mais la somrne des residus A., 4 - H| -j- . . . est nulle (303). j 
Done F'w est une fonclion elliptique. 

D’ailleurs — >a) n’a (aux pdriodes pres) qu'un seul 

pole r/, aux environs duquel on a le developpement 

-h 9(«-a), 

<p designanl une s<irie de puissances entieres et positives. On 
en d^duit 


— Of) = -—p—+ 9^“'(« — «)• 

^ ' ((/ — a ^ ^ 

♦ 

Les developpeinenfs de F u et de fu aux environs du pole a 
ont done m^me partie infinie. De m^me pour les aulres 
poles 6 , .... Done F u — fu est une constante. En domiant 
a u une valeur particuli^re, on delerminera C de telle sorte 
que cette diflerence s’annule. 

Cette d^coiirtposition d’une fonction elliptique en une 





siiii{»le£( due k M. Elle peui 

Hrt assjDdiiBe k ia d^composiuou des fractions rutionnclles. 
Elle (ir^senie les mimes avaatages au point de vue dc I’iati* 
gratioa, cat*, k diriviede log o’(i, tousles termesdu 

second membre sont les dirivies de foactions conaues. 


393* 3® Par pu et p'«* — Sapposons d’abord que fit 
suit uae fonclion paire. 

Soienl a I’lia de scs ziros; X soa ordre de muliipUciti; 
fa admettrale ziro —a avec le mime ordre de rnulliplicite, 
Ces deux ztTos seront distincts (aux piriodes pres) si a n’esl 
pas uue demi-periode. 

Si a esl line demi-piriode, telle que to, on aura 
y(w~ A)—/(A--&))—/((,> 4-/1). 

Le diieloppement de /(<o -f- A) coininencera done par line 
puissance paire de A, telle que A*^ ; done Pordre de iniilli- 
pliciti du ziro to s>era an nombre pair 2 )/ et I’on pourra t oa^r 
sidirer ia fonction fu comme ayant deux ztVos to el —to 
(coiacideatsaux piriodes |>res) cliacun d eux itant d'ordre a' 
de multiplicite. 

La mime observation s’appliquc aux poles de fii. 

Gela pasi, soient 

±: «!•+“ perlode, ±: periode, 

ceux des ziros de fu qui ne sonl pas des periodes; Xj, X^, 
leurs ordres de mulliplieite. Soient dc meme 

±: j3, -h piriode, ±: -4- piriode, .. 


ceux de ses poles qui ne sonl pas des periodes; jjii, »* . 
leurs ordres de multiplicity. On aura 


(V) 


ip a 


C disigikant ime coaslante. 

Soil, eU effet, Fn le second membre de cette iquatioa. 
Le quolieat^est une fonction elliptiquc qui nkdmel^m 
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z^ro ni p61e, en dehors des p^riodes. Mais une pc'iriode ne 
pent dtre A la fois z^ro el pAle, La fonction mancjuera done 
de z^ro on de p6le, et se rediiira i une conslante. En don- 
nant k a une valeur pariiciili^re^ on d^terininera C. 
Supposons maintenant fu qiielconque; posons 

fu ^ /*(■-«) 

-- 

(-//) 

—r,,'„ 

d’oi 

{ 28 ) ///:n 9 O )'//. 


I.es deux fonclions 9//, ^tan^ evidemment paires, 

])Ourront, d’apres cequi precede, s’expriiner rationnellement 
au moyen de pu. 


30 i. Les fonnules t's^enlielles de la ihi'^orie des fonctions 
o'a, 0/, pu s’oblierinenl a\ee la plus j>raiide faciliteen coin- 
paranl entre eux l('s trois modes de repr('‘senlation ci-dessus 
pour une m^inc fonction elliplique. 

Cherehons, par cxem[)le, rexpressioii de p'// par les fonc- 
(ions o'. La fonction p' u adinet (aux periodes pres) le pole 
triple ti = o, et les zeros (o,, o)^, o),», dont la somme est nulle. 
Done 


p'nz=zC 


3 '( — a>, ) 5'( w — Ci)2 ) w-} ) 

__ 


Posons u^o. Les deux meinhres auront pour \aleurs 
princi pales 


el 


done 

el 

( 29 ) p'u-2 

j. - n. 


C: 


3*Ci>| ^ ( 1)2 0)3 

^(u — a)i) tf(// — coj) 'ijii — 

(ii)l 3 * 0i)2 j CJ*** It 


a8 
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39S. Cfaerchons I’expressioQ de pu — pv. Cette fonctton 
admet, aux p^riodes prfes, les deux pdles ±: p et le z6ro 
doable o. Eile sera done de la forme 


UidentiTication des valcurs principales pour u infmirnent 
petit donne 


done 

(So) 


I 

1? 


pa—pi>: 




c^iii <») a'( w — (^) 


396. On a I’identite 


(A —B)(C--D)-+-(A ~-C)(D - B) -f-(\~D)(B-~-C)=:o. 

Posons A= pa, B = pb, C = , l)=p{i. Rempla^ons leiJ 

difflSrences pa — p6, . . . parleur^xaleursdonn^^esparlafor- 
mule ci-dessus, et supprimons le denominateur commuix : 
nous obtiendrons Videntite d irois lermes 


(3i) d'(a -f- />) 3'{a — b) 3'(c-H rf) — d) 

-+• 0‘(a c) 3'(a — c) 'iid — b) 

i^{a-^d)>i{a — d)^{b c) '^{b — c) = o. 


397. Prenons la d^riv^e logarilhinique de I’iqiiatiou (v}o), 
il viendra 

( 32 ) -- '=z^(u v) — v) — ft- 

^ ' pu — p9 

ely en ^changeant a, e, 

( 33 ) _z:^^-j(« 4 -p)_?(«_,.)- 2 j:,.: 

A)oalon8 et divisons par 2 , 
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• p(w -H r) - 4 - pf/, 


rONGTIOirS KttIPtfQUES, 

0dmoni» encore, H vient 

a p« — pf» a (ptt —pi^)* ~ 

«( en permutaat u et 

— I i — 

2 pa — p2 {pu — p^Y 

Ajoutons : il viendra 

(3j)) ^ i- i -£- 1 — j — 

2 p« — p(» 2 \ pu — p{^ J ^ ^ ^ 

Reiripla^ons p ^'par leurs valeiirs 


p ( « -f- -H p 


11 vient 


-5'i* -A'*- 


I p^ u 


•P"'’ _ — P’l’ _ 


3 (j)« -f- p<’), 


a j)M — jjt’ j >a — p\> 

de sorle que I’^quation (35) devient 

(36) p(“-*-*’)+ p»P^ ^ “ ~ y ) • 

I^a formule deviendra loul a fait sjmetrique par I’introduc- 
tion d’lin iroisieme argument iv, dellni par le relation 


Le premier membre deviendra -|~ pt^ >4-pn*, et sera 
symitrique en w, v, (v, ainsi que la relation entre ces 
variables. On aura done 




ei, en exlrayant la racine carr^e, 

p^ f4 ^ p^ e pV — p'tv 



(p'r- 

j^Y 

' “ 4 ' 

w>^'- 

p‘»’ / 

--I 

—p'«\ 

~ 4 ’ 

V P**' — 

“P« / 

p'tv — 

■ p'u 



S 


p« * 


pi>' 


)iV 


pw —p« 
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Pour s’assurer que le signe des racines a correclement 
choisi; il suffit de remarquer que deux quelconques de ces 
quantiles out m^me valeur principale, lorsque Targument 
qui leur est commun lend vers z^ro. 


398. Faisons tendre v vers u dans la foriuule (36); elle 
devient 


p 2 « •+- 2 p « : 


I 

4 p'* 




4 ^p^ti 


Une d<5rivalion donnera p^ 2 U- Posantensuite successivemenl 
r=r 2 3i/, . . ., on obtiendrail les forinules pour la multi¬ 

plication de Farguinenl. Nous y parviendrons tout a Fheure 
par une voie plus facile. 


399. Laformule (3o) pciit^lre generalisee commc il suit: 
Soient • • •? n arguments indcq^endanls: consi- 

d^rons le determinant 

1 pai j///, ... 

I pa^ p'f/2 ... p<'»“»^//2 

I pu„ p'u„ ... 

Consid^r^ commc fonction de D« admel (aux pcriodes 
prfes) un seul pole, o, de multiplicity /i, aux environs duquel 
sa valeur principale est 

** n 

D/,_< d^signant le miiieur relatif au dernier lerme 
On connalt, d’autre part, n — i zeros, La 

fiomme des z^ros (5tant <;gale a celle des p61es, qui est nulle, 
le dernier z^ro sera —(w<-4 -Wa-i-. . • 4 -W/j-O* Done D/, 
sera proporlionnel a 

Ui)^{Un-- Ut). . . 4 “ 

* ». 1.1 • 
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Pour Un infiniment petit, cetle derni^re expression a pour 
valeur principale 

( 4-Wj+ 

ce qui permet de determiner le facteur de proportionnaiil^. 
On Irouve ainsi 

Changeons n en ai — i, /* — 2 , . .2 et multiplions les 
egalit^s obtenues. 11 \iendra 


(40 




\/i — I, \J 


A di*signant la conslante (— 1)'^“ *(n 1)! (71 — 2)! ... 2! 


400. Posoiis dans cetle egalite 

Ui~U-hht, ..., 

hx, . . ., A/i etant des infiniment petits. 

Le coefficient du ternie en le develop- 

pement du premier membre sera <^videmment 

I J)f7 ... 

Op'// ... 

O p'^W ... p^"^w 

0 ... p<*"-®^// 

p'w ... 

_ _I_ p^ii ... p'"^a 

213!.. .(/i— 1 )! ... . 

,,, 

Dans le d^veloppement du second membre, les termes de 
moindre degri6 par rapport 4 A 21 • • •» A/a seront ceux du 




1^8 

|}roduit 
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k^^h^...Kn{hr 


h,) \ 

e — i/ 


(cfw)"’ 

et celui que nous cherchons a pour coefficient 

^ dnu 

^(TiTp' 

En posant, pour abr^ger, 


cl 

(42) 




inn 




on aura done (pour n entier posilif) la relation 




Yu 

i/n ... 


< 43 ) 


l/n 

,/« ... 





... 



401, On voil par cette expression que, si n est entier 
positif, est une fonclion elliptique. (^€116 propri(^t^ siib- 
sistera pour n entier n<^gatif, car on a ^videmment 

II est ais^ de la d^monlrer direclement* Changeons, en 
effet, It an 2 (o d^signanl une p^riode primitive; 

tinu sera change en 

i{nu 4- 2/l(k)) =r {—f 

ot (rfw)"’ en 

( — //)"*, 

JD^aii]#urs n*sn(pod2). Done le quotient ne sera 
pas 

i 408 # tM ifonciion p^riodes pris) qu’tin senl 
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pAle, «s=o, d’ordre — i; elle est paire si n est impair^ 
impaire si n est pair. On aura done 


i pour n impair. ~ 

pour /i pair. .*= Pjp'w, 

dans tons les cas ... — P, 


P«, Pj, P designanl des poijnonies en //, d’ordre -> 

4 « . ^ 

—1 respecliveiiienl. 

Soienl done 

w*— t n' — I j 

P, -= a p -+- «! J) -h. . . , 

V »* -4 

P2= I^P ^ PlJ> ^ 

P rnyj/*"- ‘ 4-yj p«’-2 - 

Lcs coefficients a, a,,. . . ; (3| , ...; ’ • * * ponrront 

s’oLlenir par la iiK^lliode des coefficients indetermint^s, en 
idenlifiaiit les deux rneinbres des equations (44) d^veIopp<^s 
suivant les puissances de u au ino^en des formules 

pll — 

O'// zr w(i-4-f^^-4-. . .), 

c^nuzzz nif(} -H ..). 

On oblienl ainsi une suite d’t^quations lineaires qui d^ter* 
minent successivement les coefficients inconnus. Ces Equa¬ 
tions ont pour coefficients des polynoines enliers en Cj, 
O 2 , ... qui sont eiix-inemes des polynomes 

entiers en g%, D’ailleurs chacun des coefficients est 
affecte, dans I’Equation qui le dEtermine, d’lm coefficient 
purement nuraErique (1 pour les coefficients a, * * m 
y,, . ..; —a pour p,, . . .). Tons ces coefficients sont 
done des polynomes entiers cn g%. D’ailleurs le premier 
est purement numErique et le second est nuK Car I’identifi- 
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cation des deux premiers termes donne, pour les d^lermi* 
ner, les Equations 

« z= a, a[3, 

0=ra,, Orz:—2j3i, o zz: 


4()3* II esl ais(5 d’operer la decomposition en facteurs dei> 
polynomes P*, P^, P. 

En effet, le iiumtTateur c^ntt dc admel un zero simple 
en tons les points pour lesquels nu esl une periode; niais 
ceux de ces points pour lesquels u est lui-m^ine une periode 
sont des zeros d'ordre /?- pour le denoiuinaleur Done 
aura (aux p^riodes pres) les — i zeros 

m, w, 4- 2mg0i)j 

*-> 

n 


m,, m 2 parcourant chacim la suite des valeurs de o a n — i ^ 
le systeme m\ = o ex<‘ept^^ 

I® Si n est impair, les i systemes restaiits peu\ent se 
r^parlir en couples {ni\^ rela¬ 

tions 

m\ -f- m \ ^ o, m\ -f- rn\ ^ o (mod n), 
d’ou Ton d^duit 


n 


•in\\ w, H- &)j 
n 


4- periode. 


Choisissons a volonte dans chaque couple un des deux 
systfemes qul le composent, tel que excluant 

Fautre; nous aurons 

iffx I r* tt/ 2w', Wi4- 

(45) <j/,= P, = /in(^p«-p-L_L_-!_‘j, 

car les denx membres ont les m^mes z6ros 


u r=±: 


a)t -4- 


periode, 


n 
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les m^mes pdles, d'ordre i, 

n z=z periode, 


441 


el la m^^rne valeur priiicipale pour ii = o. 

Si n est pair, on devra nieltre a part les trois systemes 

(n \ ( n\ /n n\ , i -f-2m4CD, 

I 2’ V ’ 2/ \ 2’ 2/ lesquels--* se re- 

duil respectivemenl a (i><, 0)2 el a u><-f-w2=: — pe- 

riode* Les /?*—4 systemes restanls se repartissent, comme 

lout a rheiire, en couples (/??', m'^), (m'[y el, si Ton 

remarque que p^u a pour zeros les points o>i, (O2, Wg et pour 

pule le point u = o avec la ^aIeur principale > on aura 


(46) ^n = P,p'u 



2 



2m\ c»)i -f“ 2ni'^(si^ 

n 


‘ u. 


Les fortnules precedenles subsislent si Ton y remplare 
chaque syst^ine (w',, m[^) par son associd {fn\^ m^). Multi- 
pliant les deux expressions de ainsi oblenues, et remar- 
quant d’ailleurs qu'on a 

p'2( p j> _ j) (,,2 ) _ j) (j )]^ 

il viendra dans tous les cas 

(47) Il (pw-p-- ty 


404 . Les polynornes P,, P3, P ayant, commc nous Tavons 
vu, leurs coeflicienls entiers en g^y fonctions syme- 

triques emigres (oti les fonctions synielriques ralionnelles) 

des quantiles p ? ^ racines de ou de Pa, et 

celle des quantiles p ? racines de P, s’expri- 

mcront par des polynornes entiers (par des fractions ration- 
nclles)en g^y ffz- 

Les polynornes P|, P2, P manquant de second lerme, on 
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aura eo parUcnlier 


(48) 2^ 





n 


o. 


403* On a, d’apr^s la formule (3o), 


pna — p/nw rz — 


a'(« -f- w)«a'( Ai — ;n) M 
a'^nw 


Hempla^ons rfnw, . . . par leurs valeurs» 
fill disparalt el il resle 

(fe) = 

De ridcntile 


{plu — pmu) {pmu — pnu) {pnu — plu) zzzo 

on d^duira 


4 -/ 4 ^/; -/ _ 

ou, en chassanl les denominaleurs, 

(5o) + /w4-n 


Posant en particulier /=i, m ==«-+-* el remarqnanl 
qn’on a 4^ = I, 4-«= — ironvera 

( 5l) — 4«--I 4J+I • 


Posons encore /=i, m = /i-4-*, mais changeoos n en 
n — I el rcmarquons que ^2 = • p'?<; il vieni 

(Sa) p'u^tn= (4'n-*4^2+1 )• 


Ges foitnmleB r^currenles soni commodes pour le calcul 
de^ fonciions 4* 

Posons enfin m = i dans !a formule (49); il viendra 


(53) 



pnu^pu 
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ce qui donne pnu en fonclion rationnelle de pu \ car p^u ne 
figure au second membre que par son carrd (au denonaina- 
letir Oil au num^ralenr, suivant que n est pair ou impair). 

406. On oblient de nouvelles formules de multiplication 
en dicomposant pnu en ^lemenls simples. 

Les pAles de cette fonction sont (aux p^riodes pr^s) le 

point o et les pornts- — -> que nous represenle- 

rons d’line mani^re plus abreg^e par^. Posons u = h ou 

1 / — ^ -f- A, A ^lanl infiniment petit; ou aura 

l)nuz=:pnhz=z--^ - 

La formule g^n^rale de decomposition donnera done 

n^pnu = j) w 4-^p -h C. 

L’identification des termes constants dans le developpe- 
raent suivant les puissances de u donnera 

2 -(»-)-"=»■ 

Int^grons : il viendra 

n^nu ;= ~ ^ ’ 

et ridentification des termes constants donnera 



4-0 = 0 . 


D^autre part, si nous changeons u en /let s’ac- 

croissant de a premier membre s’accroJlra de 
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It i^etond de 11**2— acoiC; done C =:—^est nul 
i^saUat d^jJi trouv^ par tine aulre vote ( 404 ). 

Int^grons encore, nous trouverons 

loginu = logo'M +2 const, 

tfnii = ““ 

Identifions les valeurs princtpales pour « = o; il viendra 



Enfin, si u s’accroit de 2 <*>,, na de 2 n co,, n u sera mul 
liplie par 

et le second membre par 

jrji jM + Wt-i-V (11 |+-jC'o>j 

(^l)n^e ^ n /J 

INous aurons done eti identifiant 


et de mdme 


a •+* 2C'(x)j=:: 2/A,7r«, 


[X| Cl Pa (Slant des enliers. En se rappelant qiie 

£711 , . . 

c»>,Y]i —wiinj= — (e = ±:i), 

on en d^duit 

Mais on a, d’autre part, 


n jMtf 


am, ei>|-+- 


n 


-2J 


amtO), 


n 


”2. 




/i(« —j) 


(awj-f- a to, ) = — «(« —t)u,. 


a 



Done 
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n(n —' i) 


ot 


Oz=zn{n — i){rii-\-rii)r=:^ n{n—-i)‘f\i 
el I’on a les formules 
(54) • ^ 


n}pnu = p« — Ji 


(55) n'l^nu — t.u — «(« — i)rij, 

<»7) 2r'; = ., 


(56) c^nw = « o'//JJI^ 


407 . D(5veloppons les denx membres de (54) siiivanl les 
puissances de w, il viendra 


-f- — n^u'A- ^ n^u*^- 
,/rw :k) 28 

ir 20 2 b 


7i 7i H~.... 

Idenlifiant, on voil que les expressions 

sonl nulles el que 






S""!’ 


sonl (les pol^nomes enlieis en el gi. 

II et» sera de m^me, d’apres la I'ormule (aa), pour les 
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$#ixtixies 




et^ plus g^n^ralemenl, pour les fonctions sjm^lriques 
euiidres des quantiles p r^sultat d^j4 lrouv6 (404). 


408. D’apr^s la formule d’addillon, la forniule (54) peut 
s’^crirc ainsi 



ou, comm^ la partie impaire en u s’annule ^videmment, ainsi 
que la somnae2p^> 



-4- p'* — =: p'*« — 4“ 2p'* — 

n n n 


/ My* U'' I \ 

= 4 f p’« 4- pup- -+-p’- - 

X pw —p— 4-ap'*-I 
\ «/ n 

iV w ( f tv 

p*«-4-piip—4-p’ — — (pu-f-ap —j(pa — 


En subitituant, et supprimant le terme ^ a qiii 
s’annnle, on oblient I’expression de n^pnu par line somme 
de fraction* simples 


(58) «*pfl« = pu4-2' 


3p' 


w 




pw 


rt> 


4- 


-p'»- 

a « 
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IV. — Les fonctions rfau, /„«. 


409. Soient a<<>i, 2 ( 1)3 un triangle quelconque de 

p^riodes primitives de pu; posons, coinme pr^c^demment, 

pWtrrej, pCt) 2 =^ 2 i 

Ja)i=:Y3j, J(02=1 Qi, Cc»)j=:1Q3, 

et repr^sentons par a, p, y les indices i, 2 , 3 Merits dans un 
ordre quelconque. 

Dans la formule (3o) de la section precedenlc, posons 
= tOflt : il viendra 

n,. as — —Wa) 

p U " 

Mais 

(f(u — ^)a) = 3'(« 4- (t>oL — 20)*) ; 

d’oil 


o'*?,)* 


e o' (w 4 - 0 )*), 


(0 

(^) 


PU‘ 




3^* (// 4* 0)a) 
O’* a o'* Cl)* ’ 

^ 3^ // 3 c»)a 


Le radical \/pu — e* est done une Ibnciion uniforrae de u, 
Celle de ses determinations que fournit Tequalion prece- 
dente est celle qui, pour m == o, a, comme le second membre, 
la valeur principale 

410. Changcons dans la formule (i) w en w 4 *t»>*; elle 
devieni 


p ( « 4" 0>* ) — e* =: 


^ 3 ^-(^ 4-2 0 )a) 

4- W*) 3'*0)* 




3'*« 


cf’*(a 4- o>«) c^*ci)a 


— e*^a(w+»«) 


s'* u 


<f^(u 4 - w*) 3^*<k)* 
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Multipliant par T^qaation (i) el posant, pour abr^ger, 

(3) e cS'Warr Ua» 
it vieiidra 

(4) [p(w-+-Ci)a) — ^a)^|j7> 

et, pour la valeur parliculiere u ~ to^, 

{§) {e^—eci)iey--ea)-r^- 


Posons encore, dans I’^qualion (i), u = top; on aura 


. s’* Uv 

— Ca ^ 


u; 






UllJJ 


Mais on a 


Wa4“ co^-H-Wy=0, Y)a"^ ‘Oy —0. 

L’exposanl de e sera done egal a 

— 2T0aCOp-f- (Yla-HiOp) (“H wp) —-OaCaa —ri^ 

= ripwa— f 


[“?] = [^y] = [y*]=- [?»] =—[y?] = - [*r J 

i 4-1 ou 4 — 1 , selon ((ue les p^riodes 2 coa, 2 o>p, a coy se 
siiivent dans le sens direct on dans Ic sens retrograde autour 
du triangle des p^riodes. 

On aura done 


( 6 ) 


— ^a= ^ 






UJU^U^ 


Permutons circulairement les indices a, |S, y et ajoutons 
les equations ainsi obtenues; il viendra 

( 7 ) 
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D*auire part, la somme ei + 4tant niille, on aura 


et, par suite, 
( 8 ) 


3 e« — (Ck— Cy) 

_i — 


ill* Soil 2 2 o)\j 2 o/j un nouveau triangle de p 4 riodes 

primilives : posons 

pt»)j —-'^1, ^ P ^3 ~ f 

^r}\, Ca>; =irj;, ™ r}\ . 


Les quantiles e\^ reproduiront a I’ordre pr^s les 

quantiles e<, ea, 63; car les lines el les autres sent les racines 
de Pe^qualion 


D^signons |)ar 2 (o* celle des noiivelles perlodes pour 
laquelle on a 

posons 


c — L j,, 


et designons enfin par [a^]' une unil^ positive ou ntigalive, 
selon que les periodes 2 to^, 2 (o^, 2 se suivenldans le sens 
direct ou duns le sens retrograde aulour dii nouveau triangle. 
Toutes les formules pr^c^deiites subsisteront evidemment si 
Ton y accenlue les quantiles 

Cl)*, Ci)p, Ctiyi “Oa? *^p» ‘Hyi ba, Up, Ly 

On aura en particulier, d’apres la formule ( 5 ), 

rj0— (ep ^a) (^y ^a) — y* * 

Done U* lie difffere de U* que par un facleur i\ racine 
qualri^me de I’unit^. 

J. II. 29 
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£i(k Uai&on entre les deux syst^mes de p^riodes coesiddrds 
d(itnt supposde donnde, ce facteur se determine aisdtnenE.* 
Soil, en effel, <• , , 

aM« z= 2m<i>a+ansi^, 

I’expression de a w‘, en fonclion de a toa, 2 top. < (« 

Puisque, par hypolh^se, on a 

Pw'a = PWo£, 


sera une periode; done m sera un DOinl^rd impair, 
tel que a m'-f-1 et n un nombre pair, lei que a n\ 

Posons, pour abr^ger, 

n =r m'inof+- 

nous aurons 

»T, ~;(n« 

Ua = e 0'(a)a-+' 2 ( 0 ) 

(««-+-2 <«>) 

z=.e (—1 

— (—-1 )"* Ua. 

Or on a 

^ Y3a)a— TQaW = —tqojCo^) = — w'[aj3]-^j 


d’oil Texpression du facteur chercbe 
IF 

se (— I (-n [ap] ^ 


Rempla^ani — i par el reinarquanl qu’on a 
a-^[ap]^[aP] (mod 4 ), 


il vient 






# 


On determinera dc m^ime les facleurs 
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** Ea choUissant convenablement les nouA’elles p^riodes, on 
dbnner aux ^posants I#, Xy tons les sjstemes de 
1*vaieiiirspossible^ (mod 4). 

Considdrons en efTet la snbslitulion particiiH6re de d^ler- 
mii^nt I , 

Ik 

OXprzrwg, G)y := OXy— 

- % 

Les njaltiplicafeurs correspondants seront 

I, 

a ■* 

^ et poarrom ^tre rendiis egaux a i, p designanl un 
etlUer ^1id!(5onque, en cUoisIssant cgovenablemeni 
line saljslluition analogue 

(a>0j COgtj Ci)p —— 2 ft c»)y Wy ~4“ 2 ft Oi>(X* 

donnet^ait les multiplicateurs i, v etanl quelconque. 

CombinaiU ces deux transformations, on obliendra les 
multi p%aleur^ 

f>, i\ 

La substitution 

•COgf mz —“ Ci)^, Ct>^^ OXy ——" Wyi 

^galemetit de determinant i, donnerail les multiplicateurs 
1 ^. En la combinant aux pr^c6dentes on aurail les multi¬ 
plicateurs 

' /M'+* /|x-i-v+-2^ 

r 7 7 

Nous Rvons ainsi obtenu loules les combinaisons de mul- 
liplicaieurs ih^ i\ oil la soinme des exposants esl paire. 

On o’eo obliendra pas d’autres, tant qu’on se bornera 4 
combin^HT des subslitulions de determinant i, car on a, ea 
veri« de la formule (6), 

U| 

nos,substitutions n’alterarit pas <?«, ep, <?y dovronl laisser 
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^ *4 

h second laaembre invariable, d’oi'i la^'condilion 

[«j 3 ] 4 " aXa-h aXp-h aXy (mod 4). 

Or pour une substilulion de deierniinant i, [a^J= [ap] 
( 353 ).Jponc Xa-H- Xp4- Xy est necessairement pair. 

Si jllpite somme est impaire, il existera une subslitulion de 
ddiertnioanl i pour laquelle lesexposanls des mulliplicateiirs 
sont%f—2, Xp, Xy—[a^] ear la somme de ces nouveaux 
exposants est paire. Combinons-la avec la substitution 

t*)a =: — Wot, Wp Wp, Wy Wy 2 Wa 

pour laquelle les multiplicaleurs sont 

1 , 

La subslitulion resulianle aura pour mulliplicateurs 

i\ i\. 

412 * Supposons la fonclion p{u) d^finie non plus par ses 
periodes^ mais par ses invariants ^21 proposons-nous 

de determiner les quanlites U en partant de ces donn<^*es. 
Soient e,, ^2, e;i les racines de I'equalion 

numerolees de telle sorte que e,, se succedent dans le 

sens direct auloiir du triangle Nous avons obtenii 

( 382 ) un svsteinc de p^riodes principales 2(o,, 2 <03, 2103, 
difinies par les integrales 



et telles qii’on ait 

pWjtrrej, po)iZ= e2* 

Les y,^VrCspondanls sonl donnas par les integrales ana* 



FONCTIONS BUIPTIQtJES* 


logucs 


"■=-/ 

el les U correspondants par les formuics 


zdz 

W 


u.= 


V'(Cj —e,) (Cj-je,) 


(to) 


U 


3 — 4 




<* 


453 


m 




Mais ces dernuhes formules renfermenl des radicaiix; H 
on r^siilie uoe ainhiguit^ que nous allons lever en determi¬ 
nant avec precision la valeur des arguments de U|, U^, U3. 


413 . D^signons par e,, ^2, les angles du triangle : 

par Tangle du ^202 avec Taxe des x\ on aura 


iViHi 


arg(e3—^2)^9 
arg(e2—03)1-9-hz 

/■v 

arg(e, —ej) hho h-tt —ta 


arg(('^—(>,)s9- 
arg(c'j — (’,) s 9 
arg(<?, - e,)s2 9 + V, 


mod 2 71, 


argU, —- 
argUjS- 

arglljs- 


. 1 . 

2 

9 

’ 2 4 


02 -h Z — gg 


4 


TT 

- 4 -Xi - 
'i 

. z 
-hXj- 


mod 27 r, 


X,, Xj, Xj ^tanl des enliers 4 determiner. 




sEcormn PiKTit. — ciiAt^iTftis nu 

Qr^ 81 f<3rii fait varier ^3 et fa, las racinos ei, aa ct les 
inti^grales to,, to^, toa, y)*, i^sty variant d'nne mani^^re con* 
t]i2ne,ii ensera de m^medesdciix noiembres des ^galitds (10). 
Les entiers X,, Xjj, X3 conserveronl done une valeur constante, 
et il snffira dc les determiner dans un cas parlicuHer* 
Supposons e,, reels, et < t?3 < e,. On aura 


d'oii 


^\ /\ /\ 

® = Cj = e, = o, e,— T :; 

argU,= X, argUi=:Xj2. 


D^lerminons direclement ces argumenls. Le radical y/Z 

ilant r^el enlre et iinaginairc enlre ^3 el e,, to,, Y), 

seront r^els et YI2 puremenl imaginaires. Leiir signe 

depend de la diHerrnination qu’on voudra ado|)ler pour ie 

radical; prenons, pour fixer les idees, to, posilif; to^j sera une 

♦ . . . . , ... 

imaginaire positive; e , e seront reels et posuifs. 

II eii est de in^me pour et On a, en effet, par 
definition 

. f / » (l), 


Or, les facieurs pour lesquels m2= o sent r^els et posilifs; 
et les aiitres sonl conjugues deux a deux, en associant eeux 
pour lesquels m, a la m^me valeur et des valeurs oppo- 
s 4 es* 

De m^me, dans les facteurs oii = o sont r^els et 

’ tOj 

po^itifs, et les autres conjugues deux A deux. 

On aura done 

argUj=:argG)i = o, argU,=: arg&>4=: 


el, par sii^te, 


X,:=:0, 
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Pour determiner Xj, noiis remarquerons qu’on k generale- 
ment 

/\ /S 

argU. - arg U, = flltl! 4-(X, - >,) H. 

4 2 

Siipposons ^2, r^els el lels qu’on ail e3<e,<e2, 

/N 

ex cl ex seronl mils, et I’oii aura simplenicnl 

argU 2 =i:(>. 3 ~- 

Mais dans ce cas to2 est reel, 033 purenicnl imaginaire, el 

ron a 


argUj— arglljn:: argo^^— argo)2=: 

clone 




— I , 

1,— 2 

el Ton a delinilivernenl 




1 arglJ,=; - 

9 

^2 4“ TT — Cj 


2 

f > 

4 

(ij) 

1 argUj^ - 

Q 

2 

^2 TT 

•X 

4 2 


argU,=:- 

-2 + 
2 

l+TT. 

Ayanl d^teruiiue alnsi 

sans 

ambiguity les quantiles U|, 


U2, U3 correspondaiiles aux periodes principales, on en 
deduira par la fornuile (9) la valeur de pour line auire 
p^riode quelconque co’a. 


4 * 14 . Consfd^rons, conjointcmeul avec la Jonclion 
les Irois fonctions 


(la) 


-h «a) _ e ^ ^ 0^ (n -4- 6i)g) 


a’Ci)a 




2, 3 ), 
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Elies se yiidiusent k I’linue pour u =s= o. En outre, elles sont 
paires, car on a 




^ ^ ::^(ti fM)tx) 

3^(/i -4- (»>Qt — 3«:«>a) _ ^ ( fi ^ 




EnOn s’aniuile lorsqiie a = <0^*4- periods. 


415. On a, en verlu de la definition [irrcedenle, 


r {ft 4 !ls i 

(13) 

On sail d’ailleurs cpie 

(14) 3 '( w -+- ‘^o)a) — — 3 'm. 

[jCS nouvelles fonctions cs'ot(a) joui^sent do proprieleh ana¬ 
logues : 

I® On a, en effet, 


^a( W -+- OJa) — 


e 3'( n 4- 2 oi)3t) 


d’oii 


(r5) 




4 " 4 ) 


Ua 


iu; 


2*^ En second lieu, changeons u on a H- 2 o>a; 

:?(£/ -H o>a) 

se reproduira, multiplio par Ic facleiir 
Done 

{16) :)'«(«■+* aoja) n — 

3^ Changeons u en n-l-ojp, ^ iStant different de a; on 
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wa 




a'(a -4- Wat-f- 


a'(w -f Ci)at4- 0)p) ==: « — &^y) a'(« -+- Wy) 

— __ ^-210.« ^ / 1 


y Cify • 


Enlin, si nous rempla^ons to^, y^a par leurs valeurs 


— 0)^ — Wy, — r 3 s “ y)y» 


exposanl 


— y)a —h c»>fi I — 2y)y// ~h rjy [ // H 


se transformera en 


,, (» + !^) - ^ (., + 22) ~ LP,] f 

D’ailleurs [?y] ={*[i]- •> <I<>'h; finalcmeni 


(17) <?„(« +wp) =—e 




4^’ (^hangeons enfin // eu f/4-atop; r »era mulliplie 
par el af(u -+- toa) par — ^iiT^aCw+Wa+w^), D’ailleurs 


-4- ar,)p) n: 


416 . Consid^rons les fonclions 


^ n - 


Elies sent infinies pour w = o et ont j)our valeur princi- 
pale i • Elies sont iinpaires. 
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Les B^ros de /«m sont ceux de <iaU, c’est-4-dire Jes points 
w^4.pdriode* On a en outre, d’aprds les propri^t^s de 
et tfgiU, 

(19) /a(«+a“«)=/aM, /a(« +awp) =—/««, si p$a. 


Done /a esl une fonction clliptique nouvelle ayanl pour 
p^riodes fondamentales 2u>a et 4u>p. 

Les trois fonctions / admetlent pour p^riodes communes 
4w«, 4 tup, 4(0^. 

En ajoutant a I’arguinent une demi-p^riode on obtient les 
forraules 


(20) 

(ai) 


Mu 

Mu 


• Wa) = 
wp)~/aO>fi 


y'af»>pya 


M^ 

ill. 


Gar les deux menibres de ces egalilcs sont des fonctions 
elliptiques ajant riidnies zeros, monies poles, et ils sont «5gaux 
pour It — ou pour u = o. 


417 * On a la formule d’addition 


(22) 


Mu ^') = 


faUM 


Pour Filablir nous remarquerous : i** que les deux 
njicmbres ont les p^riodes communes 4tap; a** que le 
numerateur du second membre a, aux p^riodes pres, un seul 
pAle double a = o, et par suite deux z^ros, qui sont 
-f. tOflt et 4 " ct>a; 3 ^* que le d^norninateur a aussi le pdle 
double :*= o et deux zeros, a savoir — et p 4- car en 
d^rivani par rapport a la relation 

/{v 4- a)*) = — 

on trouve 

4 - 4-/a(** 4- Wa)/« = O. 

Le quotient a done comme le preniier membre un seul 
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pdle simple ~ et im tiro simple — -4- <*>01. Enfm pour 
w 0 ils out la m 4 me valenr/aP. 


418 . II est ais 4 de determiner les coiistantes /aWp qui 
figurent dans les formules precedentes. 

Posons en effet n = cop dans la formula 

/a — 

il viendra 


(23) 




Mais cette fonnule ue fixe pas le signe de /acop. Pour le 
determiner^ partons de celle autre definition 




5* // 5'0)a S' H ^ 


il viendra 








S'cOy 


r ~ — e 


S'(x)a^C*)p s’cOjxS'cop 


Mais ea rempla^anl r.ytoy par («*>a-+" ^«>p) I’cxpo- 

sanl de e se rednira a 


71 1 

(T/fjWa — t)*wg) —— 


done 

( 24 ) 


/aW^: 


Ur 

UaUfj 


419 . Les constantes/otcopsenomment les multiplicateurs 
da rciseau des p^riodes. Elies sont au nombre de 12. Car si 
Ton change [de p^riodes fondameutales, de maniere i per- 
muter ensemble de toutes les manieres possibles ep, 
on Ironve six valeurs diflerenles pour ep — ej(=/|top. Et si 
d’aulre part on change le signe de la p^rjode top, on change 
le signe de /atop. 
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Ces muhiplicatears sont li^s par les rektions sui\antes : 

/pw« 

,„p, ^ 

/a<>>y Up 

Les constantes 


(^ 5 ) 


/a«y V ey—eot 


se nomtnenl les modules dii riSseau. 11 s sont < 5 galement au 
nombre de la. Car leurs carr^s ont six \aleurs distinctes cl, 
d^autre part, en cliangeanl u>a, Mp, coy en + 
iiiy —2wp, [afJ] cl Up resteront inalt< 5 r^s, mais U^, et par 
suite /rpy, changera de signe. 

Ces modules sont d’ailleurs lids enlre eux par les relations 
dvidenles 


(26) 


I 

( Apy -f- ^ 


qui permettent de les exprimer au moyen d’un seul d’cutre 
eux, tel que A'py= /r. 

Les douze modules seront en elVet 


i/p,, ±/,p=±^, 

±:/-p« = ±v/i —Ap,, ±/ap —i 


v/i- A 


2 

Pt 


±k 


ya 


Vl —A 




‘Py 




'»ay . 




Ap, 


Remarqtions enfin que les racines candes des modules 


*v^=— 


Up V 


au nombre de 24^ sont encore des fonctions uniformes des 
p^riodes et se permutent les unes dans les autres quand on 
change les pdriodes fondamemales. 
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420. On a 

P'*——— —w/jf u, 

et en exirajant la racine earr^^e 

( 27 ) p' o,f^ uf^ Ufy it . 

^On doit prendre le signe — jiour que les deux meinbres 

aienl pour u — o la ni^ine valeur pnncipale — 

MaivS on a d'aulre part 

Dc^rivanl, reniplaeant p'u par sa valeur preC(5dente et sup- 
primanl Ic facteur 2 il vient 

( 28 ) /;«=:—(arr-l.2.3). 

(>es trois ^‘quations diderenlielles, joinles aux conditions 
iniliales 

f^U—--Z=:0 pour U'^0^ 

suffiraienl a dednir le syslcme des fonclions/*. 

Klevons rune d'ellc'j au carre, el eliminonsau 
luojen deb t^qualions 

( ^ 9 ) /a « •+■ — -4- — « 4- Cy 3r pu, 

on obtienl I’equation 

(3o) /i* u — {/i u 4 - ea~ e{i) (fi m 4* ea— Cy), 

qui d(^linit isolc^nient /a^/. 

i2i. Les fonctions /peuvent remplacer avec a vantage les 
anciennes fonctions elliptiques inlroduites par Abel et 
Jacobi, et dont voici la definition : 

Posons, pour abr^ger r^criture, 

IVI, MA y 
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/yWp=it*P!MJt, 

Les deux modules k^ k' sont dits compUmenlaires et 
$aUsfont i la relation 

A*+A'» = i. * 

Posoas encore 


el enfin 
(3i) snu 
d’oA 
(3a) 


M(>)a=:12a, M(>>Y=:!2 y, 

M 




cn« = 


-) dlK/rz:-'» 

.11 u 

/Pm -^Pm 


, M 
/Pm=~’ 


(A 


M sn u 

u M cn u 

M sn w ^ 


f! w _ M*sn'tt 
/P M sn*w ^ 




M dn w 
sn li 


422, On a t^ddemment d'apres ces definitions 

(33) snwtiro, sn'wrzCOM = dnw I pour wrzo, 

(34) sn(—w)=:—snw, cn{—w)r=:cn^/, dn(—«) zzdiuf, 

I sn (« -♦* 2 ^^ 3 ) zz snw, sn (w 4* ^il^) — sn(// 4 - 2 Qy) zr — sn 

cn {u 4 - afiy) zz cnw, c'n(w 4 - 214 ) = cn(« + 2 flp)z=-~ cn 

dn(w 4 - alia) = dnw, dn(// 4 - 2£2p) = dn(« 4 - al2y) = — dn 

Les Iroisfonctions sn, cn, da sont done doublemenl perio- 
diques« Leurs periodes fondainenlales seroni 

Pour sn//. 212^ et 

Pour cn//,.,.. 2l2y el l\St^ ou 4%i 

Pour dn{/..... 2l2a et 4^^^ oti 4^2y, 

Leurs zdros sont simples et silu^s aux points suivanls : 

^^our mu . 2 ml 25 i 4 ” 

jPour cn//..... 2ml2ot4- 2m'flp4-fia^ 
pour dn « ,..., 2 wfl« 4 - 2 ftp 4- fly. 
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Ce$ foactlons admettent Jes pdles simples 

Si dans les formules relatives aux fonctions / on change 
Uf V en^f ^ el si Ton substilue pour y'p^, ... leurs 

valeurs (3a) on obtiendra les relations sui\antes 


(36) 

cn*w -4“ sn*M z 

z dn* // ~h A* sn* ii =r i 


( sn' u rz 

cnudn;/, 

(3;) 

< CIV a 'zz 

— sn/i dn//, 


( (in'i/ zr- 

— A* sn f/ cn w, 

(38) 

sn'*« (l — 

sn*^/) (i — A* sn® w), 




0 I — A* sn^«f sn^r. 
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4^4 

La premiiire de ces formuhs se tire immidiaiemcnt dt 
celle qiii donne/p(« -+• p). 

On en d^dnil 

cn®(« -+- r) =ri — 5n*(ii -f- v) 

_D® — (sn « cn dn (» 4- sn cn « dn )* 

_ g 

Or on a 

D = cn*!/ 4- sn®M dn®r zr cn*p 4- sn*i^ dn®/^. 
Rempla^ant done au niim^raleur par 

(cn*^/ 4- sn*// dn®e) (cn®(’ 4- sn'c’dn®//), 
il prendra la forme 

(cn u cn r — sn u dn u sn r dn 

On aura done en exlrajant la racine carr<5e 

, , , ctu^rne — srw/dn w sn dn r 

cn(«( 4- =• —-- jy -* 

Pour fixer le signe on posera = o. Le premier inemhre 
se reduisant alors a enw, on doit prendre le signe +♦ 
I/expression de dn (w 4- v) se v^rifie de im5me. 

Les fonctions snw, cn?/, dn?/ ne d(5pendent plus que dti 

seul parani^lre A'^=: 

Ce parametre pouvant prendre six valeurs dislinctes par 
un changement de p(5riodes fondamentales, on voit qu^a un 
m^ine rdseau de pdriodcs correspondent six systemes de fonc¬ 
tions sn, cn, dn, tandis qu’il n’existe pour cer^seau qu’une 
seule fonction pu et un seul sysiime de fonctions/. 

£nfin, la sym^trie cnlre les p^riodes ^tant d^truite par 
rintroduction des fonctions sn, cn, dn, les formulas corres- 
pondantes sont plus nombreuses et moins simples que celles 
des fonctions / 
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V. — Les fonciions 5*% Sat, 


423. Jusqu’a present, nous avons design^ par a to,, atoa, 
2 to^ trois p^riodes qiielconques formant tin triangle primitif. 
DortJnavaiil nous les supposerons, pour plus de simplicite, 
numerotees dans I’ordre on ellcs se siiccedent lorsqu’on 
tourne dans le sens direct autour du triangle, de telle sorte que 

Ic rapport t = — ait sa partie iinaginaire positive et que, par 
suite, on ait [ 1 . 4 ] == 4 - i. 


12i. Si Ton change ii en u 4 - chaciine des fonctions 
doiU sc reproduil (415) imdtipliee par un facleur ^gal au 

Tj t n ^ 

signe pres a La fonction se reproduil aussi, 

mulliplice par cette inerne c’^tponenlielle. Gliacune des quatre 
fonctions 


r,, //J 

iff 

9 .fO, 


r;,;C 



2(»>, 


se reproduira done an signe pres. 

Ccs expressions sonl d'ailleurs homogenes et de degre 
z 6 ro en to,, too ( car r,, =: i^io, esl homogene de degr«5 — i). 
Elle ne dependent done, en reallte, rpie des deux rapports 


(0 

a 

2 0), 03, 

Losons, 

, pour abr^ger IVcriture, 

( 2 ) 


/ 

ESI 1 \ 

\et, plus 

gt^n^ralement, e nous pourrons 


« 2 (*) 4 V . 1 

=F(<’,t) =,f (:.</). 

2 03, 


_ r), 

e *“> tfaM=:Fa((^T) = ^a(*^?)• 

J. -- 

- II. 3o 
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425. Les nouvelleis fomctions ainsi imtroduites 
des fonciions umforines de k variable z (q ^taat coasidt^r^ 
eomme uu param^lre constant). Car a une valeur <le z 
correspondent des valours de (' donn^fes par la fonnuie 
Po-4- am (m enlier); les \aleurs correspondantes de u seront 
donneront les in^ines valeurs k cbacune des 
fonclions t?, puisque le changeineui de tt en u -4- iitoi les 
reproduit au signe pri^s. 

En outre, F, sont des fonclions enlicres de c, qui, lui- 
rndine, consid^re comme (onction de r, n’a d’aulre point cri¬ 
tique que 5 = 0. Done les fonclions n’ont que ce seul 
point critique el seront developpabks par la fonnule de 
Laurent en series convergenles, proecklant suivant les puis¬ 
sances enticres positives el ncgalncs dc 5. 

Si u croU de 2 wi, c se cliangera en c -H i, el s en — 5. LVx- 

Y), /I* 

ponentielle e se reproduira, inulh|>liee par e 2 ti,(k4-w,). 
da, did seront inultijdi^s pai —o'jW, d^^u par 
ce m^me facteur change de signe (ilo^; nous aurons done 


(3) 


{z,q). 


9 )=: 


Enfin, si u croU de 2(0^, c se cliangera en c - 4 -t, et sien 


qz. L’exponentielle e se reproduira, imillipJile par 


. lhJ!l 

2Ci> 


e 


9Y)i UK 


ft-i ftHj) 


0 u, en rempla^ant '/ii wj* par k valeur tirije de I’^quatiob 




(ajYJi— OiiYJj: 


ni 

2 


par 






: 5 ""* e~* «•+*«,) ^ 


i* 


0killeursa'a,(3'iiW sereproduisent, multipliers par— 
et dt u, M^u se reproduisent, inuliipli^s par le m^me facteur^ 
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change de signe. Nous aurom done 

I # {qs,q):= — <f-^z-' 1 {s,q), iy{qz,q) — q-'z-^ i^{z,q), 
{$^(qz,q)——q-' z-^St{z,q), .iiiqz, q) - q-^z-’^,{z, q). 

426. Les propri<St^s (3)e! (^) (jointes a la condition d’etre 
uniformes et de n’avoir de point crilifiiie qne |)our zz=zo) 
snffisenl a defmir les foiietions .T,, Jj, rf, a des facteurs 
constants pres : 

i" En edel, considtirons d'abord la fonction i[z^q), 
D’aptes les relations (3), <‘lle sera iinpaire en z] son deve¬ 
lop! >einent sera done de la forme 

m 




Siibsliluotis ce dc\eloppement dans la prenH(Te des for- 
rnnles (i il vrent 

Va„v >. 

et, ei( ideiitifiant ies leraus eu z~" 

A„rr—f/*«A„ , = (-- 1 )" i'+ a, 

— (— O" A, 

^ * 

Si done nous posons 

A. 

f 

aoufnaurous 

rl(Zsq) 1 : 1 . A5((, t), 
dt^signanl la serie 

(5) I 
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A chacfue valeur positive ou nolle de Findice n est asso- 
ciee tine autre valeur negative —n — i, k laqucUe corres¬ 
pond le lerme 

in ‘ F 

i ^_l)~«- * 

RtHinissanl les termes associt^s, nous obliendrons celte 
nou\elle expression 

(5 bis) 0(c, 0"7 ^ sin( 2/1 -4- i) 7 rc. 

0 

ou Fiinaginaire / a cesse de figurei. 

Passons a la fonction U’aprcs les relations ( 3 ), elle 
sera impaire cn et de la lorine 



Substiliums ce d(heloppeinenl dans la seconde des rela¬ 
tions (4); il \iendra 

d’ou 

Posant done 

B. 

nous aurons 

rf,(z,q) = hrj^{v,T), 
x) d^signant la serie 


t * / 1 * / J i* 

ZZ - 

I ^ COS(2/l 4“ i)Trc. 
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3® La fonction sera paire en z el de la forme 


Subslituons ce d«^velopperaent dans la troisieme rela¬ 
tion (4), il vient 

el, cn idenlifiant les termes en 

Posanl done Co= C, nous aurons 


-T, 


6j(e. t) i'C|tresenlaiit la serie 

I j= I-h'>y (—I)"(/"’cos 2/(7: e. 

I 

4'* Lnfin la fond ion ff;» sera paire en 5, el d’apres la der- 
ni^*re relation ^4)^ aura 

63(0, t) d(*signant la s^rie 

w » 

I 0 ,(r,T) —“V^»*e«''no- 

( 8 ) — 

I = I 4 -2^y"*cosan7te. 



SICONl** PAHTIB, 


OHAriTAK VH. 


47 <» 

427 . Les s^ies 0 , 0 i, d^finies m ntim<iro 

dentj ont introduiies dans TAnalj'^se par Jacobi; mars la 
notation qui doit servir pour les repri^senler nVst pas encore 
bien fix^e, M, Weierstmssy suivi par M. Hulpherij les 
d^signe respeclivement par 3 i, 2r2,2ro, S». Par le cliangement 
d’indices qiie nous avons pris la liberty de faire, on r^tablil 
le parall^listne des notations entre ces fonctions et les o' cor« 
respondants. 

428, Si nous rempJa^ons y par sa valeur chacun des 
tennes des series 9, 0^ sera de la forme 


aelX etant des conslautes. On aura t5\ideminenl 


dT - d'T . ^ 


d^oii 

(9) 


(Jr* 


Si 7:1 


.()T 


(h 


Les series 6, 9a, ^tanl des sommes de lermes de ce genre, 
satisferoot ^videiniiient a retie inline (Equation aux d^*rivt%s 
partielles; et leurs d^rivees y salisferonl aussi. 


429. loOrsque nous n’aurons jias a faire varier le para- 
metre t, nous pourrons Je suppriiner dans r^crilure et 
designer les series ci-dessuspar9e, . ,., 9ae, et leurs d^riv^es 
(relatives k r>) par 6'e, 9"e, ..., .... Dans le cas excep- 

tioEiiel oil T sera variable, les d^riv^es relatives it t seroni 

repr^senl^es suivant Fusage par • 

0’apr^ les expressions donn^es ci-dessus pour 6, ..,, 9a, 
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ou aura ^videmmenl pour p = o, d’oii ^ = i, 

i 0 -« 

« » 

5,0 = 1+ (- I)"^»’~y (— I)" q'>\ 
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( 10 ) 


5,0 =i 4 -a 29 "‘=^( 7 '*‘, 


60 = 0 , 


* / 1 
'0 lYq {^x 


(2 /i + I), 


&" 0 =: 0 , 

5*0--aK^y (-i)''7 • (^ft-+ i)\ 


430, Si Toil fait croilre u de w,, o>2, v croilra respei- 
li\einenl de 77, —’ —77, el sera respectivement inul- 
~ -i 

tiplie par i, ^ — ig -. Cei divers rhangeinenls f)ermule- 
ronl les unes dans les aulres ies quatre fond ions 6, a des 
fadeiirs exponenliels pres, coinine Findique le Tableau siii- 
vanl: 


in) 


( 12 ) 


■+i) = 9,.-. S,(, + l)=_ 5 ,, 






I 


-Xj-ig 6 , e-^-T 




e-T 

2 2 


f I 

- X 

2 2 


/ fix _ 

g -t) = — 

V 2 2 


(. 3 ) 




SEGONOB FABTIB* 


CHAMm Vll* 


Oa a, en effet, 


= zir 6, (\ 

D’autre part, ^ 

^(‘’■^ i ■)~7 2 j^“ ')'‘y (<7’^) 

( rt ■4- t I* — - 

— /X (_,)»+!^ igin+l 

— jV/~‘s-‘^(— i)''+‘7'''+'>’5*"+>. 

-.1 

expression qui se reduit a /q "^ 62 *^ lorsqu’on y change 
Findice de sommation ?i en n — i. 

On a encore 

/./ I I \ I , ... i'*+r)V . -'r 


2 'I J I 


/ 1 2/I-4-I 

—i 

z::=-^q ^zzz.—q zQ^W 


Les autres fomules sc verifienl avec la m^ine faciiite. 


431. En ajoiitanl une seconde fois a la variable Tune ou 

I’autre des quantiles —| — jt, on oblient les for- 

muies 

id{(> + i) = -0i<, Ot{v + i)z=—d,i\ 

|5,{('4-i)= 6i«’, 6^{i’ + i)= 5,«-; 

\^$(v-hT)= — q-'3-^9i>, 01 {»'-+-T) 

^ ) 0 ,{t' + r) =— ^~'i~* 0 ,*', 6^{p ■+-T) = q-'z-^9^v; 

(t6) < ® q-'z*et’, 0,(('-i—1)=—7-'s*0,(', 

I 0 i{('—I— z)=-~q~'z‘6ti>, 0 ,( 0—1 —t)= ijr-‘s’ 0 ,('. 
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432. On a, d’apres le n** 424, 


e du 

afi)j 

e tt 


= ^ (z,fj) — K0v, 


e rz: J,(2, 7) zz: 


- Ihii' 


II reste a d^lerminer les couslanles A, C, D. Pour rela, 
posons dans les trois dernieres equations e =: o, d’oii h — <»; 
elles deviendront 


IzrB^,(o), ir C0^{o). I==rD6^3(0). 


La premiere equation devieiil idenlique pour r = o. Mais 
supposons e infiiiiment pctil^ et ralculons les deux premiers 
tenues du dtSveloppemenl des deux memhres suixant les 
puissances de e; nous aurons 


e 




_ o'iG), e _ 


/ 


Le d^veloppemeni du premier memhre sera done 

e — 'jrjj ojj i’* ~h.... 


Gelui du second meinbre sera 


A 


[‘'9'(o) 


i^r(o) 

6 



et I’idenlidcation donnera 


2r),a)j rz— A 


^(o) 

6 




1 = A0'(o), 
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iSotis aurons done finalement 


(*7) 

(i8) 


rfM = aMiC*^'*****’’ 


6ii>) 


3'oM = 


e'n.w,"* 


5<xio)’ 


la constante 27^1 <0, ^tant donnde clle-inihne en fonction de q 
par la formule 


(•9) 


2Y}i 6)1 = — 


1 Q^{o) 
6 


Par ces formules cs*//, fXg^u seront done exprimee^ cn fonc- 

X 

tion des trois \arial>l 6 s , i>, qui elles-m^mes soni Jiees 

a (i>|, coji, // par les relations 

(ao) < 7 ^ =: e , V rr —— 

aw, 


On aura ensaite 


(21) 

(22) 




pu: 


d logs'// 
du 
d^u 
du 


r 

2 0 )| 


d logs'// 
dv 




L| rj, &>, * 


1 r, 5 '(‘')l 

pr.), L 9(‘’) J 

]• 


0(v)9'(v)-6'H(>) 


D’autre part 


\/pu — ea = 


^01 U 

iu 


» g'(o)e,(r) 

20), C'a(o)9((')’ 


d’oii cette nouvelle expression de pu 


(23) 


p M =; eat H- 


r > 6'(o)0,(r) 1« 

1 30), 9ac(0)5(l’) J ’ 


434. O^veloppons cette expression suivant les puissances 
croissanles de c. La fonction ft(c) ^tant impaire, et la fonc- 
tion Qgi(t') paire, on aura 


. »'* ^"( 0 ) . ««(•’)_. , 5;(o) , 
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Le terrne itid^pendant de dans le d^veloppement sera 


done 


e,+(-j_vr^_i2:i£>i 


,2W,/ L®*(o) 3 9 (0) J’ 

et, comme oft sail qu’il doit disparaitre, on aura 


(2-1) 


(aw, 


L-Vri _ r 

w, / [3 9'(o) 9^(o)J ■’ 


43o. Posons dans celtc Equation a = i, 2 , 3 el ajoulons 
les r^sullats ; nous obliendrons rideuliU' 


^"(o) y QUO) _ 

9 '( 0 ) ^ 9 a(o) ■“ 


On a d’ailleurs (i28) 




d’ 

df» 


, .d9'(«-) 


9;(l-) : 


,_,d9a(r) 


et, en faisanl e = o, on aura on parliculier 


^(O)' 




Oa(o)-- 


, dQa(o) 
dT 


l-.’idcnlile j)r(5ct*dente pent done s'lW'rire 
dO'(o) dO^(o) 

V loo 

" &'(o) ^ 9,^0) ~ f/T 9,(0) 9,(0) 9j(o) 

Le quotient de S'(o) par 0 ,( 0 ) 02 ( 0 ) 64 ( 0 ) esl done line 
constante. Pour la d^lenniner, snpposonsy infiniment petit; 
on aura, d’apres les formules (10), 

9' (o) = a 7 r((/ -t-...), 9,(o) — ay' 

9,(0)=:H-..., 9,(0) = ! 

Le rapport clierch^ sera done ^gal a tt, et I’on aura I’iden- 
tiliS 

(aS) 


9'(o) = n9,(o) 9 ,( 0 ) 9 ,( 0 ). 
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On SI 




0 ^ 


Si X =r I, le facteur exponential se reduit a FunilcS; d’autre 
part fforinules (i i)] 




I I _ 0! (o) _ ‘^0), 1 

!?'(o) ~ 71 6 ,( 0 ) &,(o)' 


Si a = 2, T^, tua—‘/lotto* = et revponenlielle se nWJnit a 


d’aulre pari [formules (12 >] 


:0(l)"r/V/ '0,(0). 


U j —^ 2 f*) I < 


2(»>, I 


0 '{o) 7 r 0 |(o) 0 .,(o) 


EnBn, si a=: 3 , —“/iatoj 

rexpoacntielle se reduit a 


'JL 2W| 


!Lf i 

e zz: e* fj , 


O^aiilre part [formules (* 3 )] 




q ' 0 ,( 0 ) 
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et, par suite, 
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Tti 


(a8) 


U, 


awie 


— e 


Hi 

4 


Q.l(o) _ 2^_ 

0'(O) TT (),(0)^,(0)' 


437. On a (410) 


U‘+ 


Subslituaut dans celte relation Ics \aleursci-dessiusde U(, 
Uj, Uj, nous obliendrons one nouvelle ideulile 

(^ 9 ) 0‘(o)4-{/‘(o) —&‘(o) = o. 

IjCs foriuiiles (0) dn itieme iiutnero doimeronl de ineme 



puls ces nouvelles expressions de e,, e-^, e.,, 

I 3e, — <', —Cl— (e,- t',) = I 5‘(o) -t- 5J(o)]» 

(3i) - 3ej=e,—e, — (e,-- et)=: ( | - 0\{o) — 0t(o)]. 

j 

I 3e3=e,— t'j —(e, — ej) = [ 0\(o) — Q':(o}]. 


Ajoulons les carres des equalionh {*^o), 11 viendra 
(^ )‘I 6? (O) -+• (o) + s; (0)1 = (e, - e*)’+ (e.-e,)‘-4- (e,- 

=1 2(e, -+- ej-t-ej)’ —C(e,e,-t- e,e, + Cae,) = 


d'oii 

(32) 





%8 ^IOOHO< PAftTfB. — CBAFlll» VM- * 

f ^ ^ > 

iie second invamnf“^js=: 4e,eaet s’obiietidra par la mnl- 
tipUcation des 

Le disc^Biinaqt A sera donn^ par la formule 
(33) A-i6(e»—€,)*(«, —e,)*(c,— e,)^ 

Oa aura enfm 


’ A 54 &'Vo) 


438. Les formules pr^ceilenles doiinent le mojen pralique 
d’ex^cuter les cal<wilb relatiA aux (onctions ellipCiques, en 
les su^posaut d^finies soir par leur periodes, soil par leirrb 
iBvanaats. 

Supposons d’abord le reseau des peiiodes doniie. Nous 
y.choisirons h volonle un couple de periodes priinitues 
2 t0a lelles que le rapporl t = ~ = r -f- ail sa partie iina- 
L 

ginaire positive; q* sera d^termiii<5 par l’eq4iation 

1 TTf T 

7 4 

q -e . 


II iinporte, pour rendre plun grande la con\ergence des 
d^veioppemenls a emploj^er, que la quantile \ q\=e soit 
ia {)!us pelite possilde. 11 faudra done rendre s maximum el^ 
par suite, choisir pour 2 c«>i la p<^riode de module minimum. 
On aura, dans ce cas (302), 


d’oCi 


Tt 


\9\<^ 


\ 

i 


%/a 



On |>ourra choisir pour la seconde ptiriode du triangle 
principal. Si celui-cl est rectangle, on aura aiosi Tavantage 
de ironver pour q uue valeur reelle et positive. De plus elle 
plus ^gale 4 
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I 

Connaissant aiasi w,, Wj et q‘, Oji||,$aloulera Trj, par la for- 
mule(t 9 ), puis tij, r,,, w, par les formulles ^ 

j* 7r< 

■f,W, — n,W, =r —, 

Y}| 4-YJj-f-Y)3 “Zi: O, C»)|-4“ Wj-f* ri: O. 

Les autres constantes U,, Uj, U,, ^>3 A, J 

secalculeront par les formules des ir * 430 er i37. 

439 . Reclproquemenr, sapposons donnc^s el ^3 et cher- 
chons a calciiler les jx^riodes principales 2W,, 2f02, el la 

quantity au&iliaire q\ 

Nous ddterininerons d’abord les raoinese,, Cj, e., de Fequa- 
lion “ 

4 = o, 

en les numerolanl de telle sorle que CjCj soil le plus petit 
cdte du triangle, et que lui succede dans le sens 
direct. 

On aura ensuitc 

U.rr 

les ddterminations des radicaux etanl precisees coinine au 

u« il 3 . 

Pour obleair divisoas ineaibre a meinhre les equations 
(28) et (27 ) el posons, pour abrdger, 


il viendra 


ie' U 3 

^a(o) _ f -4- 27 4 - 27^- , . 

6 s(o) i — 2^7. . 


i ^ ^ _ 7 -4- 

a a- 4 - J »-4- 29 


* 4 -. . . \ I -h 2 ^^-h. . . / 
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II nous faut calculer, parini les racines de cette ^quatioui 
celle dont le module est minimum. Nous savons que ce rfto- 
dule est <C i* facteur entre parentheses est done Irfes voi- 
siii de Tunitc^; en le n^gligeant, nous aurons 

I a — 1 

-, 

avec line erreur relative moindre que 

approximation plus grande, on mettra IVqiiafion prek'^dente 
sous la forme 


<^9 4-. _ a( I 2 7^-h . . . ), 

et I’on d(Weloppera q suivant les puissances croissantes de a. 
On trouve ainsi 


7 m a -4- 2 '4- 15 a® 4-.. .. 


Connaissant 7, on ol)tiendra 2co, par I’line on Tautre des 
equations (27) ou (28), puis 2(i>2 par la formiile 


Tl I (t». 



d’ou Ton tire, en designant par Log7 Fun des logaritlimes 
de 7 choisi a volonte, 


2 (1)2 


2 C*>i 

TT/ 


l-Og7 ^/)li C.>|, 


nii ^tant uu entier positif ou negatif; nous le clioisirons de 
man i ere ^ rend re I 2 (i>21 minimum, ce qui aclie\era de pri^- 
ciser cette seconde periode. Nous aurons enfin 


1 irici). 



Nous pourrons done, quelles que soient les donnees ini¬ 
tiates, determiner loutes les constantes qui ligureat dans les 
expre$sions de ^ «, pu et, par suite, calculer les 

valeuts de ces fonctions pour une valeur donate de w. 
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440. R^dproquemenl, supposons p a donn^ et proposops- 
fious de calculer les valeurs dc u. 

Soite/o Tune d’elles; dies auronl pour formule generate, 

±: Wo 'Wi Wt2 m, Wj. 

Les valeurs correspondanles de la quantity z^ = seront 
de la forme 

±i 


elles constituent deux progresbions geoinetriques de rai¬ 
son et sent reeiproques deux ii deux. 11 existera done deux 
valeurs tie reeiproques rune de Taulre el de module 

compris entre | 1 el ^ ; el Ic module de leur somme ne 
pourra surpasser I//1-}- ~ ; jr/l tHaut d'ailleurs <; J, ce 

module sera moindre que j~ • 

Pour determiner ces deux valeurs de z^, nous pourrons 
parlirdes deux equations 


p 

pu- 


[ 9 . 0 ), 0 ^{ o ) e { v ) J 

w Mi:) 1* 

['20), 0,(0) 0(e) J 


Divisous-les membre a membre et posons, pour abreger, 
Olio) Pif — ^2 _ , , . 


il viendra, en extrayanl la raeine carree, 





<^11 


I ^4-. b 

I dsz b 


?! 


-4-9*1 

(3*- 




^3*-4- 


1 -f* . . . 


D^apr^s les limitesentre Icsquelles sont compris les modules 
de et de le second meinbre pent ^treremplaci, avec une 

faible erreiir relative, par q Les valeurscherch<5es 

de difil^reronl done pen des racioes de I’^quation 


dont h somme est 



i±:b' 


I izf b 
<7 I ±: />’ 


et a son module moindre que - 


si nous d^lerininons le 


signe de la quantite ambiguc ±: b de telle sorte que sa partie 
r^elle soit positive. 

SI I’on veut une approximation plus grande, on pourra 
operercomme il suit : 

Posons 


I qi b 
I zt. b 


z=za. 


L'^quation pourra s’ecrire ainsi 

a\i < 7 Ui -f- 7 ® Ui -f-., . 

Mars on a la formule r^currenie 

d’ou 

(UJ 2)Ui-~ U, r= U» 3U„ 


L’^qqation devient done 
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o«, en posaat U| = 

X -h — 37*^ -h. . a(n- q^x* — 27 ^- 4 -.. .)• 

Or 7 ^ ^tant iths petit, {’Equation a une racine voisine 
da a dont le module est <C i > on pourra done sans crainte 
n^gliger dans le calcul les termes que nous n’avons pas Merits. 
On a ainsi pour calculer x une equation du troisieme degrd. 
On pent obtenir sa racine par un d^veloppement en s^rie. 
Posons en effet dans P^quation 

cT nr }0 -4“ Xj 7* *4- , 

L’identification donnera 

^0 — ^» 

Xj r= all ^ ^^9 

Xjm <2(2X0— 2) nr 2a® — 2a, 

Xj^rn — Xq a (7 I 2 ^qXj) nr o a^ — 0 ti®, 


Ayant ainsi calcule x et U|nr:~, z- sera donne par une 
Equation du second degre 




et enfin u par I’^quation 


z^=:e 


\7Zl ft 

d’ou 


// = — log 5 *. 
r,i 


441, Pour obtenir I’expression des foiictions 9a^ par 
des produits infinis, consid^rons le produit 
1 * 

1 

II est 6 videminent convergent (| 7 | etani < i), sauf pour 
::n: o, et repr^sente une fonction uniformc n’ayaAt pas 
d^autre point critique. 
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Oft a ividemment 

D’autre part, si Ton change z en qz^ chacun des facleurs 
1 —sc change dans le suivant, el chacun des facteurs 
I —(Jgjjg ]g precedent, sauf le premier i — q^z^^^ 
qui se change en i — ; on aura done 


V{qz)-=^\>{z) 






Done P(s) ne difleie dc 6^^ qiie par un facteur constant 
(426), el Ton a 

1 ^ 

1 

1 oe 

= 2-i,7‘sin7r(' jy (i — 2^*" co!>2jr»' + 9*'’). 

On en d^diiil (430) 

(36) e,r = @^t.+ 

' 1 «> 

= ,X 5f‘(; + 3 ‘) Jp' 4-7*"^*) (f + f/®''r~®) 

* 

= 24 7^COS7:C J J (1 2 ^*" cos ^TTC 4- < 7 *" ), 

\ 

(87) Ofp == — 4 - =::=— X Z vi^q^ ^ 

rr-— Xq^z^q^z —- (] J j[ (l (l — 

1 

00 00 

rz X(i 9-^*) J^(' (* ““ 

t 1 

«0 

= X jy(i —y‘»-‘s»)(i-7*"-‘s-») 

1 

«e 

= J[J(* 2^*'*“'* cosatri^ 4“ 
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cl 

( 38 ) = + 

= X JJ (I +• <7»''3’) (14-*-») 

1 

00 

= X JI (l H- ^ cos 2 7T(’ ~h 
1 

442 . 11 reste a determiner la constaiite X. Pour cela, 
posons <’ = o dans la d^rivee de I’^quation ( 35 ) et dans les 
^•qualions ( 36 ) a (38); il \iendra 


j 0 '( 0 ): 


j (' — '7’")S 

1 

1 ®i(o) 

1 

2 X q~ 

00 

£[(.4-7''‘)S 

( 39 ) ' 


I 

1 Oiio) 

— X 

1 

93 ( 0 )- 

X> 

00 

£J(. + 7*'-)« 

•f 

Siil>sUliiant ces valeurs dans I’idenlite 


e'{o)^Tt0,{o)9,(o)0,{o), 

on Irouvera 

«» 00 

JJ {, - )« rr X* £1 [(. -H </ ») (. + 7'-'-') (. - y*-* )]*. 

1 1 

Mais le coefficient de X-* se r^duit a runile, car on a evi- 
demment 


£J(n-7‘»)(i4-y*''-') 
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On aura done 




:±: ]ij(> —?*“). 


D^aiileurs, en supposaiit q iofimment petit dans I’^ua- 
Uon (38) on voit qiie X a pour valeur principale •+ i, Done 


(40) 


oa,=iI(i-7>'>). 


On obtient ais^ment le d^veloppcment de ce produil en 
s^rie. A cet efFel, partons de la relation 

•0 

0,(0) = Xfj (I - =*)(!- 9*'’-' 


on 


*0 1 

Dans celte identity, rempla^ons 2 ^, q par q, ; il viendra 

«• os 

(4i) 2(- ~ 

^ *0 1 

1 

443. Substituons la valeur (4o) de X dans les for- 
mules (3g), et posons, pour abreger, 

1 « 

<p (t)= —<7*")< 

1 

1 » 


( 49 ) 


9,(t) = v^ 

1 

j «o 

1 

m » 

9,(t)=:c *q I 
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il viendra 

1 0' (o) = 27 r<p*(T), 

®i(o)= ? (f)yJCT), 

0 ,( 0 )=^ ? (t)<pl(T), 

Hi 

9,(o)=z:e'' 9(T)cp|(T). 

Ces valeurs, substitutes dans les identitts (25), (ap) et 
dans les aiitres formules dii n‘* i 37 , donneront 


_ ™ 

<44) <Pi?293~-<’ * v/^, 

45) ()?;-(-054-95 — 0; 



<5«) .J = 


De la combinaison dc ces formules, on pcut eac6re 
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d^duire ies suivantes : 


(53) -??)«{<?;-?S)% 


(«p—«’a) l«^y — «a) * 

ea-ey 9| 

Aa8-= - —-«•• 

er^ fiy CpX 


444. Aux d6veloppemenls> en produits, qiie nou8 venons^ 
d’obteiiir pour les fonclionb 9, correspondent, pour les fonc*- 


I rflogs'n 

2fi)l 

I 

2(t)i (/v 


I r, , d\o<^ 0 (v)'] 

—J’ 




-I yj 16 j j - 


r/* iog9((>)' 


les d^veloppeinenls en series simples 


(55) ?/i 


4y)tW,e H- TTCOtTrr 


^ sin >711’ 

^ I — 27*" cos2Trr ~h q**^ 


(56) pw: 


Les fonclions 


— —-— 

sin^TTC 


g 2 »-4-< 7 ^") cos 2 7re — 2 //^ 

^ ^ (1 — 2^*" cos2 7re ~h 


p(t<-4-&>*) = — ^logC('(M + &)a) —— ^logU*/ 


^ O'a 




-4ri,w,- 


admi^tent des deveioppements analogues. On aura notani- 
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menl 

( 57 ) p(tf+•<«>,) 


!oj,y 


• 4 y 1 iWi 


^ 2 d (l —27*" '‘C0S2 7rt^ 2^2 


L’identification des termer independanls de i^daiisles for- 
jMules (5G) el (Sy) donnera 

(58) 




I 


■[■ 


Posons dans les ineines forniules u = tO) d’ou c = ■^; 

( 60 ) e,: 


(Gi) e,- 


i)’i (TT^] ’ 


Eixfin, en subslituanl ces valeurs dans la relation 
<?lH- <P 2 "+“ ^3~ o, 

on troiue Fidentiu^ 


(62) y y" :=y y*""' sv 

^ alirf (l 4- 7" )‘^ ^(1 - jLd (l - 


1 


2n 


4<4o. Les fonctions o'w, dependent non seulement 
de Uj mais des p<5riodes aoji, De mtoie les fonctions 

6c, 6ac d<5pendent non seulement de c, mais du rapport t des 
periodes. Mettant ces param^tres en (Evidence, les formules 
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(17) et (18) deviendront 


tf 


(«, wi, w,) = awie”i>“< 


8'{0, T)’ 


o’«(«, w„ w,)== 




Remplacons 2W(, acoj par iin autre couple de periode# 
propremeat ^qui\alenles 

( 63 ) 2 6 t>'aaWj-h 2 2(»)j=: 2Cf»)i-4-2^/6)*. 


cl posons 


tq' ■=: aril -h ^y}2, 



2 CO j 


V 

a 


Cji>j C —H cIt 

0/, t7 H- bx 


Nous aurons dvidemment 




( (o', , COj ) = 


2 6)', e-V. 




'3'*(U, w',, &>',) = 


0 ), V 


Oa(0,T') ■ 


Mais ce changement de p^riodes n’all^re pas s'!/ el op^re 
sur ies fonctions tfaU une simple permutation, dependant dc 
la claase & laquelle appartienl la substitution (6d). Nous 
aurons done 


( 64 ) 




&(o,r) 


= 2 6), 


6(i>,7) 

e'(o,T)’ 


(65) 




. e,(t>'.T') 

0».(o,t') 




Mini- 

e,(o,T)’ 


rin 4 i<|s prenant 4 I’ordre pres les rn^mes valeurs i, a, 8 
qite I^indice a. 



Or on a 


mmtmm suiPTiQuas. 
w', r=a)j(a-h ^t), 


273'j &)j 


^ W|/ 

«* (aTQi ~h br)i)o>i — 66)2)Y?t 

2 (ao), 4“/^cot)a), 

ii^bni 


4wJ(< 2 -f- Z>r) 




Done 




» i 

a 4 - hr 0^(0^ t) 


d 7T /♦'* 




446. Les conslanles 


0 a(o,T) ^ 


a 4- d\Oy r) ^ 0^(0^ t) 


sont respectivement <5gales, d'apres les forniules (4'^)j ^ 

a-i-br cp®(t)’ 9 (T)cp|(T) ’ 


^aj <5lant egaux a 1 on a o, suivanlque leur indice est 
egal a 3 ou < 3* 

Elies seront done dt^lerminees si Ton connaitla valeurdes 
quotients 


Renvoyant it plus lard cette recherche, nous nous borne- 
rons pour le moment 4 <5tablir que les constantes cherchdes 
sont des racines huitiemes de (a -h bT)\ 

On a, en effet [formules (33) et (3o)], 


e^Ho,T) 


(2C0t)^U 
iGtt* ’ 


fiS(o,T) =(^^y(ep-eyy. 
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4 $* 


On a de inline 


e'.(o,T') = 4iyj^A, 


i6ir^ 

.e' \* 


es.(o,T') = (^)‘(4-eV.)’, 


efj ^tant ogaux, i Tordre prc\s, a ea, <?y'. 
D^ailleurs, le changement des p^riodes n’allere pas pii 
cl, par hypothfese, il change 


en 


0)], 0 ) 2 ) 

^a'( ). 


Ell vertu des (5galites 


^liu, cot, au) 
—> 

s'!-(«,(■>',, (»;) 

:3'- It ’ 


p« — e* 


on aura done 
et, par suite, 
Done 


el enfin 


4'= ea 

(4— 

£/J(o.t) vw,; 


r 1 S'(o,r')l*^ 

rOa-(o, T')! 

La -f- hx 0'(O, T) J 

' 1. 0a(O,T) J 


VI. — Fonctions p^riodiqaes de deuxidme 
et de troisiime espdee. 

447. Nous appellerons, avec M. Hermite, fonctions dou- 
bUmetit periodiques de troisUme espice les fonctions 
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m^romorphes qui satisfonl a des relations de la forme 

( cp(a * 4 -20)i) :== 9(a), 

I 9(a-+-2(1)^) z= 9(a), 

A j , BI , A 2 y Ba ^tant des constanlcs. 

On en ddduit dvidemment 

9 (« *+• aaiiWi - 4 - 2 /ajWa) = ©(a), 

A, B <Hant de nouxelles constanles. 

Si At = Aa == o, la foriction sera de seconde espece. Si 
et Ba s’annulenl ogaleinent, ce sera uiie fonction ellipliquc. 

Les foiictions o'a, nous oni d(5ja fonrni des exemples 
de fonctions de Iroisieme esprce; lenrs quotientsy*aa sont 
de secoude especc. I^'oposons-uous de faire I'etude de ccs 
fonctions en gen('*ral. 

11 resulle evideinmenl des equations (i) que les zeros el 
les ]K)les de 9(a) soul dislribues periodiquement dans le 
])lan. 

On cii deduil d^ailleurs 

log 9(a 4- 20),) = log9(a) -h A,a 4 - B, 4- 2/a,7r£, 
log 9(a 4- 2 0),) rr log 9(a) 4- A, a 4 “ B, 4 - ^nifTii, 


its. Soienl a,, . . ., a^, eeux des zdros de 9(a) et frt, ..., 
ceux de ses poles qui sont silues dans le parallelogramme 
des periodes trac^* a parlir d un point donne Uq\ on aura, 
•comme on salt, 


27t/(/Jt —V) J <ilog9(w). 

27 Tt( 2 a — 26 )= J «c/log9(a), 


?es int^grales ^‘tanl prises dans le sens direct autourdu paral- 
l^lograimne. 

Or il ost ais^ de les ^valuer. En effet, supposons, pour 



saooiiM VAKnt. caAmiii vii. 

6 xerle» id^es, qoe t ait sa partie rdelle positive; oa aura 


J rflog<p(M) 

HJ V 


-h ]dlog<f(u) 


m WfI •+• Stidf ^ 

oUf en r^unissant les int^grales prises suivani les cdt<5s 
opposes, 


dlogf(f/) = I — logcp(tt -f" a«w,)] 

X MO-I-JW, 

c/[ log <p {« - 1 - 2 w,) — log 9 (a)] 


I 




• Aj du ~f“ / 

~ 2Ot)} A} •— n, 0i)| A}« 




A, du 


On aura de meme 


J' w rf log 9 (a) 

' M log 9(«) — (w -H 2a)j)flf log9(// 4 - aw,) 

«• 

f (a -i- 2c»)|) f/log 9(w 2Wi) — we/log 9(«) 




AfUdu — 2 ft), log 9 ( W 4“ 2 Wj ) 




I 

j l AiUd/i-h 2 Cf)t dlogcp(u-h 

th 

A 2 6>,V— 


2«a)j[log9 2t»)t4“ 2a)j) — log 9(«o-+- 2&>,)] 

^ ^ W* 

-I- At -- - -- 

4* 3a>j[I^g9(tto'+- 2Ci), 4-2(ii>a)— log9(ll^-H 34),)] 
SS:t^30,A*(^^0 4- 4>t) •— 3 &)j[A|(Wo-^ B,4“ 3m,irtJ 

4“ ^ A| ( (/(, 4* 4)j ) 4“ 3 4)j [ An( Wo 4* 34), ) •jf’ Bj 4** 3 /WjHf/J 

» B*4'3iwtiti) — 34)i(A,4)*4-B,4-amtir<)a 
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ISfotis obtejaans doac les deux relations fondamenlales 


i^) 

(3) 


— a&)| A,=3 aTc/(fx — v), 

( aoi)i(A,Wi -H Bi 4* amttr/) 

I — ack>j(Ai(ii),4- Bi-f- amiTif) = 2 7ri[la — 26], 


449. R^ciproquement, si ces conditions sont satisfaites, 
on pourra construire line fonction admettant les zeros, les 
p6les et les inultiplicateurs donnes. Posons, en eflet, 


9 ( 1 /) 


a'(// — at).. .ar(w — 

5'( W — 61 ). . .C5'(w — 6 v)‘ 


G'est line fonction de Iroisieme espece, ayant les zeros et 
les p6Jes demandes, et ses multiplicateurs seront 
en posanl, pour abreger, 

Mj -4- N, rz: (4(*), W 41 ) « 2&), j3 

-i- OJi) -- 7 : 1 ] 

1 

V 

—^[arjiCu — u>,) —ttj], 

1 

M} £/ -{- Nj zzr ( 4 ^*^2 // -4- 4 ^ 2 (*>2 [3 --h .... 


Ces multiplicateurs seront respectivemenl egaux 

si Ton di^tennine a, ji de inaniere a satisfaire aux 
equations 

4w,a 4“ 2Y],(|JL — v) rr: At, 

4{A)’a~h2a),p — 2rn(la --lb) 

4 - (atitWi—* ttO ( 1 ^“-- v) — Ri “+* ^niiTti, 

4&)|a 4“2tji(fi — v)ziz Aj, 

4wja 4-2 6>2|3-~2 yj2(2£?—-26) 

4-(2Y)jCi),4- 7rO(P'~”'‘^) ^,4- 2m^nL 

Pour que ces Equations soient compatibles, deux condi¬ 
tions sonl n^cessaires; on les obtiendra en ^liminant a, 
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mr 

En tenant coiwpte de*- la relation 7^,102 — 7i2(o,=5= on 

relombe ainsi sur les Equations ( 2 ) et (3), qui sont v^rifi^es, 
par hypotli^se. 

Toute autre fonction ft(uj admettant les m^mes z^ros, 
les m^ines poles et les in^ines multiplicaleurs que f(^) sera 
de la forme C ^lant line conslante; car le quo¬ 

tient est line fonction elliptique qui n’a pas dc p6Ie. 

450. II r^sulte de ce qui precede qu’une fonction de troi- 
si^tlaC espece qui n’a ni zero, ni pole est de la forme 


Pour line fonction f(fO de seconde espece, on a 

rz: Aj o, 

et en \erlii de requalion ( 2 ) 

Les Equations (4^ donneront ensuito 

a -n o. 

Les fonctions de seconde espece ont done autant de zeros 
que de poles, el leur expression generale est 


(5) 


— />j) . . . — />p.) 


451. On obtient de nouvelles expressions des fonctions 
de detixi&me et de troisieine espece par les considiirations 
snivantes : 

Soil o(ii) unc semblable fonction, ayant pour multipHca- 
leurs e^*"*^**, 

Posons 


(p(a) 
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les constantes a, ^ ^Unt d^terinin<5es par l«s relations 

4ci)i<x=:A,, = B,; 

sera une fonclion analogue k <p(^/), ayant les in^mes 
z4ros el les m^mes pAles, mais donl le premier nmllipli- 
cateur se rcMuil k riinite. Soil son second multipli- 

catenr. 

Si A := o, ©i(/y) sera de seconde es[)ece. liaisson^ provi- 
soirement ce cas de cAle - el posons 

B . G)j 

U -r 3Ct)iC— — “t: 

A CO, 

se cliangera en tine fonclion i’) el les relalions 

Oi(// 4- ^6),) rr 4- 90 ) 2 ) =1 n 

ileviendronl 

( 0 ) n\v 4- 1) :r: »!%’, .-:z V'c. 

Nous donnerons a ces fonclions particiilieres y^(c) le nom 
de fonctions reduites, l^e noinbre ni se nomine Yordre de 
la fonclion; c’esl an cntier (posilif ou iiegalif), car la for- 
mule (9 ), appliquec a ce cas parliculier, donrie 

fu — p — V. 

Ce^ fonclions reduiles ont e^le conslruiles par 
M. Appell de la manierc suivanle : 

Posons, commc prdcedemment, 

'P(i‘) se clumgera en une fonclion de z, Celle nouvelle fonc- 
lion f{z) sera uniforme, car, en vertu de I't^qualion 

V(c4-i) = ^F(c), 

k toutes les valeurs de c, qui correspondent a une m£me 
valeur de 5, r<5pond une m^me valeiir dela fonclion. De plus, 
h - II. 3a 





^ mjkfmn nu 


nWmeila^t qu^un seul |>oiiit critique -^±so, 

f{^) n’aiira pour points critiques que des pAles correspond 
dant 4 ceux de W(c) el le point esseniiel s = o. 

£nfin les Equations (6) se transformeront dans les sui* 
vanies 

(7) f{^z):rzf(z), f{qz) = z f(z). 

II s’agit de constniire les fonctioos f (3)qui salisfont i ces 
relations, 

453. Supposons en premier lieu m posilif^ el admetlons, 
en outre, que la foiiction soil entit'^re; /(5), n^ayanl 
d^aulre point critique que o, sera de\e!oppahle par la 
formule de Laurent; mais elle est paire; le d(5\eloppement 
sera done de la forme 


En le subslituant dans T^quation 


il viendra 





•— m 



ce qui donne, pour determiner les coefficients A#,, la for- 
mule recurrenle 

m A,, , 

I^s coefficients A©, A|, .. \fu * resten! indf^erinines. 
Soil hr Fun d’enlre eu3i; on aura 



Si done 

( 8 ) ■ 


POltCtfOXS ELLIPTiQUEP. 
nous supposons 
«0 




la forme gen<5rale des fonetions cherch<^es sera 

in - I 

(9) .Ac) = 2A,e,(;), 

0 


49d 


ou, en revenant h la variable primitive v et designanl par 
Tr(e) ce que clevient alors Or (^)5 

(<0) r(.-)-.z V a,t,(.'K 

«) 

Si, au lieu de grouper ensemble le^ termes de/(c ) qui cor¬ 
respondent a line miime valeur <le /•, nous groupons ceiix 
pour lesquels /? a la nuVne valeur, nous Irouverons 


/(=)=2^ 


,//f II (u 


-t) ,J/«« P( C,2 ), 




P(5) c= .40"+-Aj V f-... f-A,„_|5'" ’ designanl un polynome 
arbilraire de degrt^* tn — i, 

451. Les fonetions riMuiles W(c) d’ordre jmsilif m ayant 
V p61es 6 |,Ih V z^ros a,, ..admetlenl une 

representation analogue, ou le polynome P(:;) esl remplact^ 
par line fonction ratiounelle R(^) ayanl |)Our numeraleur 
un polynome Pi(5) de degre m -4- v — i el pour denomiiia- 
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leur le prodait 

Posons, en effel, 

U\<’ —/tS izr V 3*'«" : 


i® Celte h^rie sera convergente, saiif [)oiir les \aleurs de z 
qui rendenl in(ini I’un de ses termes. Kn eflet, \ff\ (^lanl 
< I et m >> o, la raciiie dti terme general tend vers zero 
SI n tend \ers -f-oo, el il en cst de nunne |)Onr la raeine 
— si n tend ^ev^ —oc. 

li® C’esl line fonction paire de v. D’autre part, si I'oii 
change z en r/z^ ohaque terme se change dans le suivanty 
mnltiplie par done 


et est line fonclion reduite d’ordre m, 

Ses p<)les sonl aux poinls pour lesquels on a 

y5« -2 . ~ *5'— 


ou 

d’ou 


bi — /IT n\ , , , V nz />v— fiT n\ 


rij n' ^lantentiers. Ce soul les poles de M\r), 

4® C’est une fonclion lineaire et liornogene des m + v coef¬ 
ficients, encore ind<?lerinlnes, du numtValcur P,<5). On 
pent determiner les rapports de ces coefficients de telle sorte 
que ST,(c) s’annule pour i'=r a,, . . ., 

Ceta fait, le quotient sera une fonclion cllij>tique 

n^njant pas plus d’un z^ro; ce sera done une constante. Mais 
Wi{v) contient encore en faclcur une constanle arbilraire; 
na^ourra la choisir de telle sorte qu’on ait (c)=:^^(c). 




formee avec ri(w), n^^ura (Jans le parallelogranune qu’un 
p(5le simple (v, et Ton \<5rific iinmediateinent que Ic residu 
correspondaut esl (^gal a i. 

En d<5rivant \es equations 

“^^((’,0'), 'r((’4-T. H’) e, (1^) 

par rapport au parameire (<’, on \oit qu(.' 

^ ... 1 

(hv ^ i ()i%^ ^ ^ I. ^do’^' 

soul (‘galenient d(*s fonetions reduites; d’ailleuts, elles 
adme'ttent le scmjI pole o’ el la parlie infinie de leur dtJNe- 
loppenienl au\ environs de ee point sera respectiveinent 

I ] 

( 7 = 177 )^’ 

Celle reinarque fournit une decomposilion des fonetions 
reduites eii elt^menls simples. Soil, en effet, ^(e) tine fonc- 
lion reduite d'ordre //?, adinellant les p(>les (r,, . . . avec 

des ordrcs de innlliplicit^ , el soienl respeelixeinent 


A 



. A* 

(' — H’, 

(«’ 

4 - 

(t>—H’, )‘ 

B 


4 - 

4 - , 

1 

V — iVj 

F 

— O’s)” 
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les parties infinies de son d^veloppement aux environs de 
ces pdles. Posons 

«i>r = A. W( V, »■.) 4- A, ^ + ■ . 

Aa 

t> twf, C r. d*F( 

•4- B j iPf ) 4” B|--T-h • • » 4" r, 

Le reste (p) sera ^videinment une fonclioii r^duile entiere 
dWdre m et pourra $e mettre sous la forme 

Co ro(p) CiTi(p) 4-. . . 4* iT,„ |(p). 

i56. La fonclion <r), qiii nous a conduits an r^sultal 
ci-dessus, va <^galeineat noiissersir a conslruire les fonclions 
r^duiles ou m esl negatif. Pour cela, il nous faul considerer 
comme la variable et p comine ua paramd^re. La fonc- 
lion n’aiira dans le paralldlogramme qu’uii seui pole simple^ 
et ce indme point sera an p6le double, triple, etc., 
pour les derivees —i •..! prises par rappoii au 

pararnetre v, 

Posons, pour abreger, 


la fonclion prendra la brnne 

<F(i>, w) =2 ')= F(«. t). 

—■ « 

On a ^videmmenl 

(»2) P(r,-0 = F(5,0. 


Changeoits, d’autre part, t en qt et rempla^ons en in^me 
temp I’indke de soramation n par n -f- 1 , il viendra 




It it* 

ZtnTTZZ 


^ 40 



TOHCTIOSS SUIPTIQIlBSv 


F(5, yO — 


y qmn{n~-\) rnimn 


3* yn _ ^itn 


qin 3«— ^2 


:zr ^ [q^n ^ty ii{m--r v 

— flo /* •= 0 

r js /« — t 

= 21tt 2 »r( 

r=:0 

Ea repassant cles variables auxiliaires 5, t aux variables 
iaitiales e, ip, les relations (1*4) et (* 3 ) deviendront 

*r( O' -4- l) :n: \v)^ 

w~i 

«--hT) — e*'"’''"'*l'‘(i', ir) — 27 rt VT;.(i-)e’<"'-'‘'’''“'. 


En les derivanl par rapport an paramelre e, on aura plus 
f;eiieralement 


'F(<’, u' I) _ e. O') 


sy ^ t) 


, ()^ 'F(e, iv) 




457. Cela post^, consid^rons une fonciion reduile on 
le nombre vdes pAles coiitenus dans le parallelograinine sur- 
passe de m unit<5s le nombre des zeros. Soieut ^^ 2 , . . . 
ces p<Mes; /r, . leurs ordres de multiplieile respectifs. 

Formons Fexpression 

C/ X 4 iTr/ X 4 ^ O') 

S(.*-)= A, r(«^, A,---+-A*- " 


“4“ B| MP* (<*ji • 


«-) 





8S(X>74t>E PARTIE« 


GHAMTEE VII 


5o4 

Elle adinet les m^mes p6les, avec Je m<!me oi'dre de mul** 
tiplicit^. De plus, on a evidemment 

(t4) S(fr4-l) =:S(«r), 

w — 1 

(f5) S(u> t) — S(4P) ' 

u 

en posant, pour abref»er, 

Vr= A,T,(r,) 4 - A,T; () ^... -I- A, T'(i>t) 

4- B,T,(r,) B,T; (r.)4-... 4- B,T/^) 


Disposons des v conslanles A, B, . . , tie ln^mi^?^e a satis- 
faire aiix m Equations 

Uo=o, Ui™o, <>• 

L’<!*quaiion (i5) sc reduira a 

S(tr 4 -T) ). 

Done S(w’) sera une fouciion ivduile d'ordre —m, ayanl les 
menies poles et les luernes multiplioaleiirs que ite. Kllc 
d<5pend encore lineairement de v — m conslanles arbilraires, 
dont on pent determiner les rap(>orls de telle sorle qu'tdle 

admette v —m — i des zeros de Le quolienl sera 

done une fonclion elliplique, ii’ayanl |)as plus d'lm ztu'o. Ce 
sera done une constante. 

158, Passons aux fonctions de &econde espece, donl nous 
avons r^serv^ l’(5tiidc (451). Soitcp,« une semblable fonc- 
lion, aux piriodes 2 tu,, 2 o >2 el aux inulllplicaleurs i, e'K 
hmon$ 

La fonclion aura |>our periodes i, t et pour inultiplica’* 
lej^ 1, c®. Soient Oi, ., scs z^ros et 64, . , ., bp, ses 
daus le parall^logramme des periodes; posons, pour 




abr^ger, 
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la--lbzz^s. 

On aura, d’apres la fonnule (3), 

R 4 - 2/«,7r/ — 2 fn^ 7 :ir =r— 21:is. 

Supposons (Fabord qne s soil une (xh'iode, telle que 4 - /i,-: 
(/?, /?! etanldes enliers). i\)sons 

On aura ^videmment 

X( <^4-0 _ ^0 __ 

ye "" 

^ /i,)T ^ ^ n,^T 

y(. 

Done yy est une fonclioii ciliplique que nous savons 
conslruiro. 


io9. I^Hssons an cas general, ou s ii'est pas une periode. 
Nous [)oserofis 

ye adineltra les uuhues zeros el les inenies polei» que ii’ el 
ses niuUi|dicalenrs seront 

/ el - */«,TC<T ^ ^-27115 — 6 *"*’^'^. 

Celle/oz/c’/Zo/^ reduile /(e) sera de la forme 


x(‘’) = 


Q(t’ —rt'i)...9(t’ —tfpt) 

- fh )-- — b„) 


Car le second membre admet les z»5ros «, les [>»les||B 
ses inulliplicateurs sont •“ # 



jtoS SB<96Hi>fs mtts* ^ mmtm fti. 

Son rapport 4 done une comimie^ qui se r^dtiira 4 

}Vait4 par un choix couvenable de C. 


160. Consid^rons parmi les fonclions reduites la fouction 
particuii4re 


(»7) 


6 (s) 6 (..) 


Elle a un seul p6te v = pour lequel le r^sidu est t^gal 4 i * 
On voit d'ailleiirs, en d^rivant les Equations 

F((’ 4- i) 1-F(e). F(r-r T) --( r 


que . . . sonl de nouvelles fonclions reduites. 

Elies admetlent encore le p61e unique zdro, et leurs d«5ve- 
loppeinenls atix environs de ce point auront respeclivemenl 
pour parties infinies 

i 


Tonies les functions reduites y v sunt exprimables a Taide 
de cet eminent simple. Soient, en elFet, ... les p6les 

di'»lincts de y i^ dans le parall<^iograniine, el 

^_ 1^1 . 

v—bi * ” c — //j 


les parlies infinies dii d^veloppeinent de y (t^’) aux environs 
de ces points. On aura 






f —I) 


(r —./>,) 4 . Bj F{c — bi) - 


CJlir la diflference des deux nicnibres est une nouvelle fonc- 
tl(^ r^dutte n’ajant plus de pdles; elle sera done de la 
e Ce?*"; ntais de plus C sera nul. En eflet, s’il ne retail 
eette fonction aurait pour muUiplicateurs e? et 
Is ees mwliiplieateiirs doiveni se i^duire h 1 cl on 
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5o7 

devrait done avoir 

jSrraniTI, ^Tn:—- a TTlV ~hTTt (/*, «i etiiiers) 

et, cn ^liininani p, 

K =5 — /IT 4 - Wi ; 

s serail done une periode, contrairemenl a I’liypolhese. 


461. LVIemenl simple 

F(r, .9) - 


O'(o) 0{ V 4-.«) 


0(s)e(v) 

auquel nous venous de parvenir, satisfait au\ relations 
F(e4 V) rz F((% F{e-h T, 5). 

el, coniine il est syinetrique eii i’ et 5, on aura ejjalenient 
F^i’, 5 — i) = F((’, a), F(t% V 4- t) ~ F(i*, a). 

l^es quanliltS e, s peinenl elre nuses sons la forme 

A, ’kif jjL, [JL, etant des quantiles r^elles. An inojen des for- 
mules ci-dt‘ssus, on pourra rarnener le ealcul de F(c, an 
cas on A, el [ji| sonl compris enlre o et — i. Dans ce cas, les 
quantit^s 


seront comprises entre i et j </| 


462, Pour oblenir un developpement de F(c, a), valable 
dans ces condilions, calculons I’integrale 


/ 


F(j’, O 


■lix 


autoar d’un parallelogram me ABCD ayant pour sommets les 



5o8 

points 


SBCONDB PARTIB. — CHAPITRB TH. 


A =r 


I 

a 


T 

2 




C=r 



B =: -.AT, 

2 2 ^ 

D=: — - -1-h //t» 

2 2 ' 


p et /?' ^tanl des entiers infims. 

Par suite de la periodicite des fonclions F' et les 

int^grales suivant BC el DA se delruisent. 

L’mt<^grale suivant AB esl infiniinent petite; car on a le 
long de celle ligne 

I +- T 

.r -r:-/?T -t- > , 

2 ' 


y variant de o a i; et, par suite, 

F(x, ?) zr F .' -4- y, .v j, 

fAntJC ^ q^tp -T)^ 

Or F(x, ne devienl infinie que pour les valours 
X = m 4“ou w, sont entiers; 5 ^ 

reste done finie lorsque y varie de o a i. L’exponentielle 
restera de inline finie et difliTenle de ziho. On a 
enfin, par hjpotliese, * < < |y 1 facteur 

tendra done vers ooavec /?, inais moins rapidemeni que 
La fonction a integrer tendra done vers zero lorsque p tend 
vers 00 . 

L^int^grale sui\ant CD est aussi infiniment petite, car on 
a sur celte ligne * 

I “f* T , 

X= —^-HP T +J, 


y variant de o a — i, et par suite 






^ qtp'^ 



FOJrctioprs 8 lui»tiq(ibs. Sog 

Ces qiiantit^s tendent vers zero [JOur//=r: c». Le nuniera- 
teur de la fonclion ^ int^grer tend done vers z^ro, et son 
d^norninateur vers la constante — e-^^***. 

L’inttSgrale considdree <^tant nulle, conime on vienl de le 
\oir, pour /? = oo, /?'= x, la sornine des r^sidus relatifs aux 
p 61 es inl( 3 rieiirs a ABCO sera nulle. Ces p^les sont de plu- 
sieurs sortes : 

r’ l^e dt^noininaleur s’annule aux points 

= {fi enlier); run de ces points est interieur 

a ABCD; le residu correspondant est 

ii‘’ [.tC numeraleur F(.r,5) devient infini aux points xz= 
et r*ui a 

F(«t +• /(, s) “ L- F(A, .«) - {j^+. .. j, 

car le rtSsidu de F relalif a Torigine est i. I^e residu de 
»’api' 0 '‘t an fxMe nz, sera done 


Fgalant a zero la soinnie des rc^idus et posanl 


nous auroiis done 


F( r, .V) rz y- - 4 " . 

am ^ z - 


463. Pour on aura au second membre le terme 


On a d’ailieurs, en cbangeanl n eu — /?, 


1 


in ftn *5 


fi 8 C<»(&i| PARTW. mniTKt V 1 (. 


$tlQi 




V _ V /-»« . .V 

^ 1 „ <jp4» I ^ 

I 1 t 


-2 


.-a 


Enfia^ 1 1 j ^tanl > i, par hypothfesc, 



Nous pourix>ixs done ecrire 



Celle foniuile a ele etablie en supposanl ><|M<l9l"S 
5 restant qoelconque. Wais, si I'on change i', s en — c, — 5, 
d’ou 5, / en / ♦, les deux ineinbies ne foul (jue changer 
de signe. l/egalite siil)«5istera done | / j esl c<»mpiis enire 
I el I7I. 


Kii. Si l^l cst egaleinenl compris enire el |</j, on 

pourra developper en serie Jes quanlites (* — 

On olnieiit ainsi la serie double 


(20) 


27r/ 


F(»%0 


1 I 



^VV qtma ^ ^ ^ ^ 

I 1 


OiK en rempbijanl les exponenlielles par des lignes Irigono* 
in^iriqties, 

[ P(c,,?) - '?^(c<»*7ri’-+'Cotrv) 

QlCt to 

-t- ^ 7r(mc -h fn)* 

i 1 




' ' tomttom KiurnQcig, 5 ji 

nil' 

165* tltlte eitpresftton en s^rie double met eu Evidence ia 
sym^trie de F(i^, s) par rapport a ses deux arguments. Pour 
obteuir uue s^rie sriuple.ofirant le income avantage, conside- 
routs les termes de la s^rfe double ou w 5 /?. Posons 

mzz: n -h p. 

Letir soirune sera 




Ptzz oo pr= « 

2 2 




nsrl pr::0 


n-^p) ) 


OU, on effectuanl la sommation relalive a p, 



1 


Les lermes ou n donneroiil tine soitnne analogue, qui 
se (It^duil de la precedeate en perinulanl z ef t. 

K joutons les deux soniiiies piwedenles, el relranchons~en 
la somine des tenues ou m = /?, afin de ne pas les eompter 
deux fois; il vieiidra 



1 1 


Cette nouvelle serie esi d’ailleurs eonvcrgente pour toute 
\aleur des arguments, ear la racine de son terme gem^»- 
rai a pour Umile z6’o. 


466. Ayant troute par ec qui preeede, el cela sous plu- 
sieqrs formes diff’<^rentes, le deveJoppeiucnt de la fonction 


6'{o)0(V‘hs) 

0{s)6(v) 



Si9 stctmm cairiTiftB nu 

Ola en diduira, sans peine, beaucoup d’autres d^veloppe- 
menis. 

Changeons, parexemplc, ren i*4- -tou i 

i . 

et par sitile en /s, q^z ou —fonciions 
6(r-t~A‘) seront changcies, a des facleuri> exponenliels pres^ 
doni nous avons donn<51’expressiou (IIIO), en 

Os(r-h.v). 


Nous aurons ainsi obtenu le de\eloppenienl des Irois fonc- 
lions 


Fa( !%,«)=: 


e(s)O^iv) 


Accroissons a son tour .9d’une deini-periode; nouh ubiien- 
drons le developpemenl des foiiclions 

5'(o) 6i <’ H- A') 0y{ i' -f .v) 

0^(s)0:t{v) ’ Opis)O^(v) 


467* Gnnme exemple de ce ralcid, rlierohous ie de^velop- 
peinent de la fonction •')• 

On a (430) 


d’ou 


1 

— Zth 


-t- ,9 H- 



ITkl 


..t\ = -Lv( 

t 2711 ' 


2 






* H-f-1 ^4// 4 I 


*~7 


4« -i- I 


I 


2 


■ 1 



r*«~l + | 5~4 

I — </*"“ ^ 5 "“* 


Le premier ierme peul s’^crire ainsi 

I qtz^ 


f — r * I — <jfi 



VONCTIONS BLLIPTIQUK8. 5l3 

l/ailleurs 

~ I —f/s* “iZj i - ''~~2d I— o’" *5*’ 

I 1 

Done 

I _ J ^ z//*'' * 3 * y-" •/ -''^‘3 *\ 

t _ 1-2 “-2,7 f.~j* 


Si nous supposoiib t|u(‘ |r-| ^'Oitconipiis cnlre | y | el j 1^*, 
nous pourrons developper los (juatitt^s (i — <3-) ‘ el 

(i—<7 **" PH s<M‘ir, el nous ohtieudroiis la s^rie 

<lonhlo 

X oc 

I I 


el en revenant au\ liynes Iri^onoinelnqin 


( 2 ' 4 ) r.,(i.9)- -— + it: 

>in TT H 


t:VV«( 


MUTTI i/Z/l —i)?]. 


l(>8, Chaagcoiis ( en e ■+■ jdans le^ fonnules (i el (^4); 
elle<^ donneront iinmedialemenl 

Fi((, ^) r: 7r(—Ian;;::* -hcoItts) 


4- 4 7:^^{—MO-i7:(//n ns)^ 

\ 1 
ac r 

(if)) F3(e,?) -—2— +• i •~*^^^'^iM7:[2/ne4-(in — 1 ) 5 ]. 

1 J 


169 . loosens 5=—d'ou / = 
a 

loppemenls trou\^s pour 

/s 


d«ins I’un des deNe- 


h - It 


6'(o)&(i 4-y) 
0(.v)9(e) 


33 



5l4 SSCONBi — CIIAFftHg VH, 

Hons obtiondrons le d^veloppeinent de 

9^(0) 

en accroissant i> de demi-piriodes, ceux des fonctions 

O^io) 

0«(O‘ 

Posons 5 =:—i? dans les expressions des quanlit^s 

(o) @01 (e-f"-!?) ^^(o) (r-f- 5 ) 

eisiOaiin ’ ^{i(A)9a(e) 

Hous obtiendrons les developpemenls des qiiantitt^s 

^^(0)Q«(0) ^^(O)^y(o) 

6(v) 0^[V)' 0^(v) 0^{V) 

Pour celte \aleur de 5, les quantiles 

O'(o) S(e “i- 5 ) (j\o) 0(v -h s) 

&{s)e(v) ' 

s’annuient; mais leurs derivees se reduisenl a 

O^Ho) OUo) 

On obliendra done ces dernieres quantiles en posant 
5=r.— e dans les forinules, apres les a\oir d< 5 riv^s par rap¬ 
port k s- 


470 , D^veloppons les deux meinbres de la forinule [21)^ 
suivani les puissances ties; ridenlifiealion des lennes con¬ 
stants donnera 


!>) 

e(vy 


tn 71 roiTre n- 



Hin2/n7:e 


et en effectuant la sommalion relative a //, 


dif 


71 colTie 4 - 4 n 7^ ~~j. T;;r ^rnitt 



VONCTIORS II4.IPTIQVEg. 5 i5 

D«s forratiles (a5), (44), (a6) on dt^diiit, par ie iB^,me 
procddd, 


(28) 

(29) 

(30) 


d\ofi9i{v) 

dv 

dv 

<<iose,(t’) 

dv 


Tt tangTrr-f- ^TT > — ^ . sin2m7r(% 

mm I — q 

\ 

7 ; 




— sinamTrr, 


^^2 — 


sin2m7t(’. 


Oti a (failleurs (iti) 


Ku 

— “— 4t0i^^>i +■ 


2r<), 1 


/ J \*l , 

P" 

— (-) ~ — 

\ 2 / L 

/>(" + «,) 

'-"( 77 ;) ~ 


-log5((')j, 


d' Iog0(t-)1 
dv^ y 

r/i-* ■ I ’ 


Les forinules preccdent<*s doiineronl done 

(•^0 

(h) pu 

(33) 


4^16),r f-TTOOlTTi’ t-47: > — 

«id I — 


lin 



, TT- Q ,V 

4ri,a>,H- r -> - 

sin*rr dLi i — 


sin 

cosam^ii’^ 


jr‘ 


cos 7t<’ 


-s^T’y 




-COS2/nKt> 


<3')) p(«-*-u,); 


(35) p{u + mi)z 



llOiUl 




'^"''27=^ cos 2 /«?:('j 




^ 1 


cos 2 /?? 71 



5i6 


S^0M>1S PARTXE. €HAi»ITRK Til. 


471. Posons v=zo dans ies d^veloppements des fonciions 


e'(o) e'(o)ey{o) 0^»(q) 

el tenant compte de ridenlile 

(/'(o)rr7r9,(o)0j(o)^?j(o), 

nous obtiendrons de nouvelles expressions en foncllon de g 
pour Ics quantiles 

e^{o)9y{o), 93 ( 0 ), 9j(o)9f(o). 

D^veloppons, d’aulre part, les deux membres des equa¬ 
tions (3:^) a (33) suivani les puissances de i’; on aura 
(li ^tant egal a 2 W| <») 


el, comnie p{u 4- Wj,) esl uue foncliou pairc, 

4)a--- h... 

= e,+ (6e5- ' 


Idenlifions ces developpemenls aver ceux des seconds 
membres. La comparaison des lermes ronstanls donnera 


(36) 

1 




FONCTIONS ELUPTIQUBS. 7)\*J 

En poiissant plus loin I’identificalion, on obtiendrait de 
mthne Fexpression des quantiles g\) . • •• 


i72. La coinparaison des expressions ainsi obtenues a\ec 
eelles deja trouvY^es par d’autres voies donne des identit^s 
qui fotirnissenl des llieor^Jines arilhinrtiqucs remarquables. 
Eu yoici un exemple : 

On deduil des equalions (3^) 



Mais ceUe quantile osl e^ale (i37) a 





On aura done ridenlile 



nKf”* —i)''' 

2d ! — 21d 1 — 

„ I 1 


Ia‘ preinior inembre developpe esl de la Ibnne 


^ hi f- } 


Si done on reunil les lennes ej^aux, \c eoefficieiil du lerme 
(*n sera egal au noinbre S des solutions en noinbres 
entiers de re(|uarion 

n--+- nj H nl 4 - nj rr- N. 

ConsidiU’ons le seeoud ineinbre. Le terinc y—jim 
<Hre dtneloppe ainsi 

. — m ( 7 '" ■+• 7 ^"* 4 - 7 ®"^ *+*•..) 

el fournira un terine en avec le eoeffieienl /n, si /h est un 
di\iseur dc N, Icl que le quotient soil impair. 



MtTHt. — CtUMTM Ttl. 

Soil N s±; 3^1,1 ^tant impair; ii s6ra n^cessaire el suffisanl 
pour cela que m soil <fe la forme 3^8, 8 divisant 1. JjC coefj- 

iicient de q'^ dans le d^\eloppement de^, ■■■■ ^ ■ 4; s®*"® 

done a^S5, la somiiiation s’^tendanl i tous les diviseurs 
del. 

On a, d’aulre paH, 

= (- ')"' '7*'“ 

Ge d^velopperiienl contienl uii ternic cn q'^ aver le roeffi- 
cienl (—i)'”m si 2//1 di\ise n. Cela ne pent avoir Jieii si 
A =: o, aiiqiiel eas \ =1 esi im iionihre impair. On a done, 
dans ce [ireinier cas, 

S-85o. 


Soit, au ronlraire, A >-0; 2//? divisera N si m (Jivise 
2^" * 1 , et par suilej si mesi de la forme jji [Miinaat vaner 
de o a \ — I. D’ailleurs, (—1)'” sera posilif si pi^o, ne^atif 
si fjLmo. Le coefficlenl de q^ dans le developpemenl de 

y i -— sera none 

Jmd 


2^”*J£(5 4“ 4-. 


25 ^ 


el i on aura 


-(2>-3)2a]-2',2o\ 


Vlh -- D6ri?ies par rapport aux paramitres. 

473. Jusqii’a pr<^senl nous a\ons iraile t*)f, <*>2 eoinme 
eonsiants^ de telle sorle que les fonctions j>, tj, a ne d^pen- 
draient que d’tine seule variable w. Supposons inaintenant 
mu variables; continuons a designer par p\ p% . * 

. . . les d^riv<^es prises par rapport a //, et 

^berefajoas k delfirminer les d^rivdes partielles ••• 

pris«»,paf rapport a«x deiix aiitres variahles. 



FOKCtlONS EUlFTiQUKS. SlQ 

Soil / I’une quelconque des fonclions consid^r^es; elle 
Dsl homog^ne d’un oerlain dpgr^ X en «, toi, toj; on aurft 
done cette premiere relation 

li siifHra done, poor ealeuler 4^' d'uhlenir one non- 

* ihoi 

vclle Illation eiilre res ([Ufinliles. 


i74. Considcroiis (Taliord la loiicllon p. Drsigiions par 
j),, V, ce que de\ieuneiit p et w lorsqu’on y remplace ii par 
^/, rr: W 4- -f- Nous aiiroHs 


rl f'li preiitinl le> dth'i\(M's partielles de la premiere ^qualion 
par ra[)poH a //, o)i, (o*, donl j), e^i nno fonolion roinposce, 




dp I 

d(l>i 




-!^iL 

d'a, 


dp. 

d'l.j 






Kii (ombinarit ces e(pialloiis^ on lrou\e aistWnenl 




dp. 




dp. 

(>i>2 


Pl>J 




Op 


( lellc equation monlre qtie la fonotioa 

dp 


F 


■ 


d(*)| 


dp ry 


esJ un<? ronotion cllipliqiie aux periodes 2(0|, Nous 

all*)ns cherclier ses polcN. 

On a, par definition, 

(Voit 

Op _^ r 1 

35; "=^1 LoT 



8EOON|>B — Cfl.iPtTRfi VU. 


iJao 

s6rie convergente qui s’anaule pour u = o, et ne pent deve- 
tiir infinie que si //;= p^riode. On Irouve une expression 

analogue pour ; enlln p' et ^ ne soul infinis que pour 

u = p^riode. Le point a = o sera done ^aux p^riodes pres) 
le seiil pdle de F, 

On a, aux environs de ce point, 



20 


^2 




lO 





I 

Go' 


d^oti 

D’ailleiirs 


2 



done 



F 4- 2]>*—' 


I 

^ <>» 


car le premier menihre cst une fonelion elliplique ‘'ans pole, 
et qui s’annule pour n r= o. 

D^sigiions par D roperalion 


nous aurons 






jL 

do), 


2 r. 


j) 


(2) 




, 47S. Snbslituons dans celie equation pour p ct leurs 
d^veloppeinents 



ao 


28 


ir -h 


Ji-, 

1200 





PONCTIONS ELUPTIQDES. 


.>'2 I 


et identifions les termes en u- et ; 11 viendra 
(3) 

pt, plus gt^n^5raleinent,/ designaiit une fonction quelcoiique 
de u, 


«, n/= 

On anra, en |)aiii(‘ulier, 


('>) 

Mais 

d’on 

done 

( 6 ) 


DA — ings X 


DJ = 12JLL^jl£i _ K 


^ DA M\ 

2 i 


A^ 


•' = T’ 


(AJf, 


J —l;:^- 


‘-Ai 


A(J-i) 


DJ =: V 3(J —.)'j’a''. 


t7<l. Inlegronsj re(|ua(ion ( 2 ) par rapporl a u; on Iroii- 
\ era 

( 7 ) DC —— ^j>C —ji'+ 

On n’a pas a ajouter dc consumle, car, en substiliiant a 
p, p* leurs (le\elo|)pemenls, on volt que Ics deux ineinbres 
s’anniileut p(»ur a = o. 

InU^grons encore unc (ols il vi<‘ndra 

(8) D logs' = P-+- 


les deux ineinbres s’annulanl encore pour u == o. 



EAttlEi — VII, 


m a ^videintncnl 



L'^quation (8) poiirra done s’^crire ainsi 

(9) 

Kn suhsliluant dans celle equation anx d(Jriv<Jes parlielles 
le d^veloppemenl 

1j zr: u -h ^/| M® -h w ‘ -4-. . ., 

I’ldentificalion donnera une rorinule recurrenle pour le catcnl 
des coefficients rf|, .... 

477. On a tHideinincnl, d'aprcs la definition <lc Popera- 
tion D, 

( 10 ) Doax=:—2Y,a (a™ 1,2,3). 

, ^_r*>i f#)j Dw, _ — y^iJiTia-h 2fj),y]|_ Tzi 

(ill jLIT —. . ■.' '■'■■' ' —---r— ■*--- —•T • 

W* wj M* 

1/autre part, jf(fP) designani une fonclion qiielconque dc 
//, Ci)i, tOa et Ui une valeur de /i qui soil fonclion dc c»>i, 
la regie de derivation des fonctions coinpos^^es dohnera 

0/( u,) = [D/( //D«,. 

Appliquons celle formule aux expressions 

10a=C<'*)of, Carr 

En remarquant que j>'tOa=o, j/6)ai=6eJ — il 
viendra 

(ift) X 2 tJa= 

p$) Oi?a:=4el— 



POKCTIOKS SUIKTKHJkIs. 


Dlog(ep—<fa) 

— __ ^ ~ _ , 


ot enfin 




(»4) -TT~^ ~ 

V a 


■;r('|f'i -‘ '1^,'))—— f'a- 


i 7 H. Appli({iions ees fonnuU-s an calcul cle I’exprcssion 


I) tt "-r: I) lo^ 


(* ‘ -\ h\a) 


DlogU, -l)T/a( It 4- -h I) log3'(// 4- Wa) 


: £*a-~ g Y^aT/a 

3'^((/ +“ fi)2() I 4- Oi)®) p. 

■:777r——r ^ tt ^>a) 


3 '(// <i)a) IT 


( // 4~ C»>5( ) 


y (fl 4-Wa) rr 

3*^ (« 4-<iia) “ l)a^'' ^ * (^aT/Ja^a)' 

3''^(4-Wa) — ^ * (^a T 2YJa^a”+” ■’Oa^a)* 

Siibslituant res valrurs, il viendra 


l> log o', = 


: Ca—(^« + *“« + ■«« 

^ ^ot ^a "^^a ^a , * / . \s 

4 . .J5- 4 - g^{u 4-6)a)* 




^a *+“ 



Sai SBGOKOB MtTiB, — CBABITIIJI Vlf, 

ou, en chassaiit le d^nominateur el reduisant, 

(l5) D3'a=:3';-+-[e,-)- 

Equation aiix d(5riv<5es partielles, analogue i) I’^quatiou (g) 
pr^c^deinmenl Irouv^e pour la foiiction af*. 


479. Celle t^qualion (9) n’est * d ailleiirs qu’une irans-^ 
formic de r(H|uatlon 




.()0 


<)(■« 

a laquelle salisfait la Tonction 6(428) 

I^our ^tablircelle cqui\alenoe, revenons a la fonue prinii- 
ti\e de I’equalion (9 ) 

— /£V ±.r ** 

s' ““ \ o' / \^ / 

el rappelons-nous les relations 

7 ( 0 , T) 9r,)f fjiJj 

On en d^dull iinin^*diaiemenl 

_ „! i 

S'rry/TrA * 0 (e. T) 

el, en prenant la d^rivt^e logarillimique par rapport a 

0,/^ I d(’ 




aw, 7 


On aura, d’aulre part, 

0^^ I DA I Dw, //* <»>i pTQi — 1 )| D<i>i de_ dr 

8 A a w, ^ w® ^ 9 



F0NCTI0N8 KtUPTIQUEB. 


5a5 


Dr=:D. 


tl Dfa)t _ Yj I u 


Sul)stiluauL celle valeur el celles cle DA, D(o,, Dy,,, Dt 
dans I’expression pn^cedeiile, elle devicnt 

Os' Yjt « , Yi!//* yj,w de Til dr 

SuL^tituant ces valetirsdc j » “ dans I’t-cjualion dif- 

ferentielle, r^duisanl cl inullipliant par4<>>f0, il vicndra 

<)^0 __ ,_.<)0 

f)c* 

i8(). On pent dediiire <le reqnalion ((j) line ecjiialion aiix 
deri\<Vs parlielles a laqiielle salisfail TexpressKm 


Oliangeons, en eilel, n en nu el posons 7 nu = )*; Tequa- 
linn ( 9 ) se rhangera en 


i^ONons 




^ -H nH) logs' = 4- —p 4- — 


/ - ii rt« l! = ^ 

V 'fit S' 


y V/ 


/v'\^ 


;y-( 7 ) 


n*y 4- 


4- — «*p. 



— OIAI^TIIK VII. 

Ia t(Mtasrorifi4ie eai^ sera done 

= + art*?^ -(- -t- . 

‘j'i. */ «2* 


Oti 

(j6j 




48i. Prenous gj, gt pour variables independantes au 
lieu de w, ^' 2 , nous aurons 


Il 



£i2 + 

dA'j 



"’dA. 


4 - 

dA'i 


— 





T« — 

dp * 




'I',",-- 

dp* ^ 

dp 

/ 


— 



— tr ) 

r> 4 / 

■ -sf («'■■- 






Subslituant CCS xalciirs dans renualioii (i(i) el chas^anl le 
denominatenr «*, on aura la Iraiisforinee 


^ a . d'i 
' dA'. 

- As) 


d*'i« 


(6-/i «>)]>’- 


dj»’ 

" b 


dp 




Si II estentier el impair, sera un polynome entieren jj, 
)§'»> ff*f ** P®**"? produit d’un seiublabte poly- 

HOme paf p'. Dans I’un el I’aulre cas, liquation (ly) four- 
0^ une foriBule r^currenlc poor ie raicul des coefficients 
,4 |i!s diver$es puissances de p. 
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482. Sdpp'osons qu’on ait pris pour variables ind^p 6 n- 
dantes ^ 3 , au lieu (}« W|, wj. L’op^ralion D <itani ex- 
priinde au moyen de ces nouvelles variables par la relation 


D- 




jL 



<1 


(igi 


» 


les tiqualions prec^dentes donneroril une premit;re relation 
y’d^signant rune quelconque des expressions 

consid^T^esci-dessus. I/hojnogen<^il^en donneraime seeonde. 
Supposons en effel, que / soil homogene de degr^ \ par 
rapport a to,, (02 ou, ee (pii rev lent au in^nie, par rapport 


k //, on aura 




d/ 

I 

f) 


0 / 


r--i/ 


Air 6 
t/-, j 


ou 


<)/ . f d/- . . 

^ -- ^ '--- 

Ou dA'. 


i83. Oil pent encore prendre pour variables ind(5- 
pendantes A, J, Posons, dansce cas, 

/=A 

tilant homogene el de dcgie /.tho, se icduiia a une fonc- 
lion de J, e. La d<5iivee — sera evideimueni egale a 



I i 


1 / 

rtV 


La dtirivde ^ sera egale a 3 «u, enfin, DA t^aiil nul, 
^ se d^duira de la fonnule 


(<8) 




de 


Di 



5a8 


SfcXONDE rARTIE. — 0H4PITRE VH, 


EITactuant a nouveau sur celle igalil^ I’op^ration D-, on 
aura une nouvelle equation qui foiirnit etc. 

Siipposons, pour plus do slmplioitt^j quc / soit indepen¬ 
dant de u) il viendra 


(» 9 ) 




Mais de I’^gjaiile 


D.I 




on tlediiit 


(DJ)i- ',S(J - Oj'a’-*: '<8A^j'(.I - i).l, 


dDJ 

d.l 




(J-i) 


dDJ 

”dJ 


DJ::-.' 48 A^ 


-,r.i 1]. 
i(.l_,)j 5 I - ',KA*J>(^^i^y 


l/equation < i<)) dexieni donr 
( 20 ) 


(j i).i (- ^ , 


dj 


'|8A’J> 


el pourra servir an caleul d 


tl 


iSi. Comine apiiliralion. posons/= Wa; on aura 




D*C.ta 


2Df,a; 


2 r,*. 


jA'iWa- 


I 1 i 

•^A'J'ua. 


Nous auroiis done 



mWCViOMS CM.ffllQVEH. 

Soil <*a second lieu/= Tfi,; on aura 

1 I * ' 


^29 




O* 


V 


-»2 


/iJ 




- i6Ail‘(J - 1 ) — 4 a' J V,, 

</J ) 


(hi a UK) dour 

(1 A, 7*^ dy^at _ * . j 


r>J» 

rl, ^11 irduisaiU, 




(J-dJ 


d^Y/ac aJ — ^ dOa Oa 


dJ* 


<>.! 


* V4 


: O* 


itCi. Si nous Mipposoiis A c oiihlaiii <'l J vaiiahle, ItN deux 
p«Sri(>des (Oi rt (Oj-zr-rtOi salisleiout, < oiume nous \enons 
de le \oir, .'1 uuc t'^qnalion diHriniiirlle hneaiie du second 
<irdre 


, j.cAa 

\-7T7-^2B ,, ^-(^0)—o, 
dJ* f/J 


ou nous (losoiis, pour abre^cr, 
V- (J B = 

Nous aurons done a la foi^ 

I 




144 


(^3) 


. (Pmx 


1B ^j' +- G '.), — o, 


A . -+- a B •+• C.r6)i r= o* 




dJ 


D^\eioppOiiiS celtc deriii<Te dcjualion en tenant compte do 
L -- n. i'l 



S5a SSCONBK PAKTIjB. -r t;R4LPtTp ytt*. 

la pc^c^ente, il viendra 

>4 

, . dz rfw, /, ePz nd$\ ^ 

JJJ W + a? o. 

line nouvelie d^rn alien doniiiera 




j^liminant ci>i el 5>esderivecs eulre les tV|ualioni>(23)^ i^i)^ 
(aS), nous obtiendrons une equation difflfrenticlle du irol- 
si'^me ord^e a laquelle t salisfera. 


486. La relation entre les deux Aariables J et t merile 
d'etre rtudiee a>ee soin. 

Achaque valeur coinplexc de t, a parlie imaginaire posi¬ 
tive, correspond une valeur unique de J, d^fmie par la for- 
inule (34) du n® 437 (oii = Les seiies qui figurenl 
dans cetle expression elant unilonn^inent c onvergenles dans 
rinti^rieur do tout contour ferine situd dans la inoili^ siipe- 
rieure du plan ou I'on figure la variation de t (ct ne rcncon- 
Irani pas I'axe des jr), J sera dans cetle region une fonction 
anal^tiquede t, uniforme el sans point critique. 

Reciproqueinent, aupposons J donne; les rapports des 
quantit^^s ei, e^j seroiit determines par les relations 

e, 4-e,-h e, =: o, 

En ^iiminant Cg, on aura une Equation du sJxi^ine degr^ 
cn ttiais, it cause de la sym^trie des Equations cn ei, 

elle admet^sidemment jmor racines les six quantiles 

A)0nc la connaissance de J determine e*, e^, e$ sans ainbi- 
^ A un factetir pr6s de proporlionnalit^ p. 




jr ) 
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Orj si Ton change ^4, ej, c, en ftei, {lej, ue„ la p^riode 
princtjpaie ' ^ 


3W« 

se change en 

I 


V/'{5 —e,)(5 —e*)(5 — 63 ) 


!i'’r 




__ _ 

) (5 —7e0 — F^«) 


Cliangeons egaleiiienl ^ en as; celte inlt^grale deviendra 
Doncla connaissance de J dtHerminc les p^riodes 
|)nncipalcs et, par suite, lout le reseau des p<5riodes, a un 
facleur pres de proporlionnalile, ^gal a lequel disparaii 
des rapporls des periodes. 

Mais a uu im^nie riseau correspondent une infmild de 
valeurs de t, qui se d(5duisent de Tune d'elles t' = ^ en 

' « U> I 

reinplai^ant to\y io[ par ua autre syslenie de deini-periodes 
cqui\alcntes 

1 nz G) I -f- /> 61) j, G)j zir C G) j c/g)| y 

fa formule g^nt^rale des valours de t correspondantes a ane 
inline valeur de J sera done 


G)| c dz^ 

G)| a 


ou a, by r, d soul des enliers lels qu\>ii ait 
ad — hcz=i. 

Tons ces nombres Tout, corame t^ leur parlie imaginaire 
positive (353), 

4f87* Soieal d'aiHeurs />, q deux enliers r^els qoelconques 
premiers entre eux. On poiirra determiner deux autres 



CtAHftli ?JI. 


eK^rii p\ q\ tels qa’on »it 

j>}u^ g^ii^raietuent, n d^signanl im etitier quelcoiiqwe, 
pinq -h q*) — q{np 4-/) =: i. 

Done .1 prendra la m^me valeiir au point el an point 


np-\-p + p7 
nq -+- // H qr 


Mais St n lend 'ters oo, ee point se rapprochera ind^fitii- 
mentde -• Donc^ est un point d’mdtHerinination pour J; el 
comme lout point de I’axe des^ esl mi point limite pour 
renseinble des points Tave d<‘s x sera une Jigne critiqm^ 
au-dessousde laquelle la fonclion ne pourra dire prolongee. 


*88. Parmi les valeuis de T eii nonibre infini qiil corres¬ 
pondent i one mfime \aletir de J, eonsid^rons specialeinenl 
eelle qu’on ublient eii choi^issanl pour 2 (t>i la periode de 
module iniiiimum, et pom la pcriode principale qui la 
hiilt lorsqu^on lourne dans le sens direct aiitoiir du triangle 
principal. Designons^-la par II est ais^ de dt^lerminer la 
legion du plan d^crite par t' btrsque J prend toutc la serie 
des \aleurs complexes. 

Coiisid«5rons^ en effet, le liiangle T forint par les trois 
points — 1 , 0 , V. 11 est semblable au triangle principal (a (*><, 
atiiji? or cclubci a ses angles aigus ei son plus peiti 

edti est qui a pour correspondanl dans T le t^iW 

Le ti*oisifcme somniel sera done situ^ : P‘aii- 
des^usde Paxe desx; 2 '* dans la tiande comprise entre les 
^deux droifes a* s= o, ^ — i; V* cn dehors des cercles de 

rayon dderitsdes points o et i comme centre. 

r^gmn R'ainsid^limit^e 49)c»ttin quadrilaU^re 
par quaire arcs de cercle ayant leur centre 
enrl^dte im (one droiie normale aux x pomrant dtre con^ 
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comme c«s Jimtle de ces cercles)* Ce quadrilalere a 
deux angles droi^; Ic troisiemc cst ^gal a le dernier, 
eoi^respondant au sonunet a rinfmi, est nuL 



489. Soil T = X +/y uiie \arial)le compleve lire a 
T^=: iy par la relation 


c -r- dx’ 


On cn deduit 


{ad’—be ri). 


r'rz x'-h 


c — or 
-d^br 


c — ax — ai y 
— d -i- bx -h bi % ’ 


ft, en ^galant les parliei* ivelle.*^, 

^ _ (c ax){— d -f- bx) — ab r^ 

^ (—d ’i’ bx)^-h b'^y 

_ — cd ’^{ad’h bc)x — ah(x^~^y^) 

rf*— ^bdx 4- b^{x-’^y} 

D^autre part, en innlupiiant ^4- iY par ('expression con- 
jiigii^e, il vienl 

e* — ^ acx «^ (X* ) 
rf*—a6^.r •+-fr*(.r*4"y*} 

$l done i/ ddcrit un certde 

A(x'*4-y'*) 4- Bx' 4 - C nn o, 




Mtm. ^ mrittiK vtt. 

myrnOit mtx ceoire mt I’axe des x d^crira iin cercla aaa- 
lofue^ 

liOrs<|ue dicrit le quadrilal^re R', limits par qualre arcs 
de cetcles, t d^crira un aulre quadrilalere R, par Ifs 

arcs transform^s. Ceux-»ci se coupeni sous Ics m^mes aiigle«« 
que les pr^c^dents; car on sail (t. 1, n® 194) que la trausfor- 
inalion conserve les angles. En particulier, le soinmet de 

Tangle nul sera le point t=: ^cotTe%pondant a = oo. 11 esl 

shni stir Faxe des x (on a I’infmi, si o), 

En fai^ant varier les enliers a, 6, r, d nous obtiendrous 
une infinite de quadrilal^res, dontl’cnseinblecouvrele demi- 
plan* Dans chacun d’eux, J prendra toutes les \aleurs 
possibles, chacune une fois seulenient. 


490. La fonctioii J(t) qiie nous \enons d’^ludier est le 
Ijpe le plus simple des fonctions rnodu/aires. On donne ce 
iiom aux fonctions analyliques, unifonnes dans le deini-plaii, 
et qui ne prennenl qu’uii nombre limit^^de valcurs dislincles 
pour I’ensemble des valeurs de la variable independanle 
qui se d^duisent les lines des aulres par les substitutions 
lin^aires de determinant i, 

c dr^ 

X =- r /• 

a -h or 

Toutes ces fonctions adineitent evidenunenl Faxe des x 
cotnme Itgne critique. 


491. Pour en donner quelques exempler, consid^rons les 
produits infinis yt, <pir, du n® 443. On a, d’aprfes 

les formules (5o) et (53) du m£mc niimero, 







Oiikiig#ons de pdriodes fondamentaies en posant 
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535 


dVii 


(,}[ = o)|(« 4“ 6 t), 


oij _ c* "h 'ir 
0)', a 4- hr 


La subslitulioii (:a 6) ii’allere j>as et fait t^prouvcr aii\ 
(|Uaiitit<^s <?i, <?a, <?3 line pennulation, variable suivant cello 
(les six classes a laquelle apparlient la substilution (liSS). 
Nous aurons done 


fa. • 

a' |>arcouranl, ainsi (jue a, la suite dos valeurs i, a, 3 , mais 
dans im ordre qui pent ^Ire differeni et qui depend de 
I’ordre de parilt'i dcs coerficienis a, />, r, (/, 

()n eii dediiit 




E, Kjt-elant des racine> 24*'**“’ ’<lc rmiile, (|ue nous alloiis 
preciser. 


492 . Couvenoiis lout d’abord d'adopler, pour y/a 4- 6 *:, 
cello des deux diHerininalions de ce radical donl I'argumenl 
esl >— mais ue surpasse pas~« 

Si // est mil, la condition ad—//e := 1 inonlre ({iron aura 
a =: rf = ±: I; et le radical \/a -f- /?t aura une \aleur cons- 
lanle ^gale a i on a i, suivant qu’on a = 1 ou << = — i. 

Son argument sera o dans le premier cas, dans le second. 

Si 6^0, 7 ne passant par aucune \a!eur reelle, y/a 4 * f ^7 ne 
pouira 4 lre purement imaginaire; son argument ne pourra 
done atteindi*€ la liiniie sup^rieure et s/a 4 - 6 ? sera une 
fonction continue de t* 



iWoKitK ciunm vti. 

(irod^iis fz^ ijt', fat^r' sout atissi dei f 0 ll^€di 0 i^s^ 
de t (t'^tant tme fonclion eoatmoe dc t)* D^ail- 
leurs Ics Airies 


I < 1 ^ etant absohimcnt convcrfcentes, la Mileni* d« 
pr^diiiis n’est jainai3 nnlle (l. I, 323). 

Les quantit^s E, E,, d(*(imesparles<5qiialioa^ a8), 

«oal done des foncliotts ronrintics de t; mais ce M>nt des 
raeints a4*^*"*‘* de I’uiiito; elles sont done indt^peiidaaie^ 
d^ t; mats elle^ dependent dcs paraui{flres<ry, 6, r, r/; iiietlaHt 
eeux^ei en evidence, nous les repiM^senleroiis par 


/ « 

* \ 

,. (o 

6 \ 

u 

d )' 


d) 


i93. Soieut 


/ a b\ /a /y\ 

\c dy \c* d'J 


deux substiluiiuns siiceessives a>ant [)oiir resullanie 


/a^ /aa^^ cl/ br/-h di/ . 

\c" d ') \ <3rr'H-e^/' be' r dd'I 


Posons 


e 4- d': 
a by 


c'-hd^r' _ c" 

a'^ //t' a"4-‘"//r' 


Oft aura 


/ a' (/ \ ,_ 

=: E ( ^ sja' y b' r’^x^ 

= e(“ rf)vffTT?l!(“ ‘jvVTXr..; 

jn«i», d’aufre part, 

lionc 

■ >c;^)- 


lionc 
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£ ~ ^a' -+- b'r 


JZi v'o 

1 / 




(in a i\ideinnicnl e- = i, trnu £ = ±: 1. Cherrhoiis dan> 
<|iielles circonstanees 011 aura s =— 1. 

II faitt, pour cela, que rar^iiincnl cle e soil egal a 7:. Celni 

do 4-est >—niais^^; rargiiment du second 

facleur dcvra done ^tre < — > inais c -• 

Donnons a t la xaleur pailiculicre R/\ R rlaiil iin infini 
posilif, et posons 


p sja} 4 - /r H*, cos o ~ 5 

r V T 


bin o 


b\{ 


nous aurons 

n-f-6II i p i cosh^sino), 
y/a 6Rf v^p ^ cos ^ -h «sin 

on cos sin-soni deleniiincs pai les fonnulcs 
ji a ‘ 

9 /1 -H cosy __ /p 4- <? 

* 2 y/ < ” V 2 ' 

® _ 


cos 


20 

2 CO> - > 0 cos - 

2 ‘ > 


lai valour du radical doil elre prise poMli\emenU 


puisque I’argiinient de -I- ARi est compris eniio — 

* 

A 

Dans lo cas pariiciiUer ou ftrrro, f?=:—i, ce radical 


A 



«sGON»iE fmtm^ fiBAwm vii. 
et CCS formules dcvront 4trc remplac^*es par 

ccllcs-^ 


9 * 9 

eos-rro, SillXr:;l. 

a a 


Posons dc m^me 


et 


cos 


y/a^* 4 . p 

?! --■ 4 /t±Z. 

a yap*'’ 


sin 


6"R 


2 i. 

ap^cos-^“ 


oil, si //= o, /ir'' = — I, 


• ^ 


cos :z: 0, Sin rz I : 
a i 


nous aurons 


\/a’^ ^ b^Ri zz. y'^p'^^cos h i sin » 
ct Farguraent tie 

\^a “ 4 - 6 HI 

)/a"^V\\t 

sera Pour qu’il soil < el ^ ^ » il faul tju\m ait 

9 — 9' 


cos < o 

2 


OU 


V — . o — g 

cos-zz: 0 , Sin-^-i~rrH~l. 

2 2 

m o'* 

Consifl^rofis fFabord le eas g^n^ral oii cos^> cos^~ sont 
{mstiifs, Ofi aura 

O—O ® 4 ©*^ 

eo9 ^-—^ = cos-cos — 4-sinsin—• 

a 3 2 2 3 


Ecmpk^ons les sinus par leurs valenrs et mulliplions par 
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k fucleur positif 4p?'^cos|cos~; nous ol>tiendrons|’#scpres- 

Slot) 

4pp^ cos* 2 cos* ^ "H (p -*h a)([/ a'') -H bb"l\^, 


qui devra 4tre n<'*gative on nulle. 
Or les facleurs 


p (I r= s^/a^ -h H* -h a, r/ + a" 

sonl posilifs: on aura dour, pour preiuirre roadilioii, 

bb''<o 

bb^'^^^\b\ \b'^\. 


et, par suUe, 

On a d’ailleurs 

p o rr I ^ IH 


b^\{*) “* |z>|uj 

Developpani de iiK^iue ilNioudra 


Pour H = X, re*te expression a le signe de la quanlhe 
a 

Fl W\ 

ou, cn nulltipliant |>ar ie faclenr posilif | A [ 16 "|=*, celui de 
la quaiuittf 

« 16 "|*-+-a'’|W/| = fl 6 ''* - a" Ob". 


Or celle-ci esl egale ii O' 0 ’car on a 
a0‘ — a"b —a{ba' 4- ilb') — (n«'4- cb')b = (ad — bc)b'~ O'. 

Nous oblenons done celle nouvelle condition 
b'b''<o. 


!l j a encore doiHe si b'h" — o. 



ntCOKM! CBAVlfitK Vil. 

der»i«r cA*., blf” 4lant suppose <o, on »«i« 
/^sao, «'=a:«i'p=±: 1 , rt'trsrto', IfsssM. D’aille«rs W/<CO- 
Uottc a'ss — I, ^ — <ir, //"ass— 6, ,6" = p, d’oi'i 

(p -+- a)(p''+ (?*) + AA''R' = p*— a*— />*R*=: o. 

Done cos ” - - - ? ■■ = (». Mais ccite condition nc sofUl pas; il 
faut encore que 

. m —. o' o q>" o' o 

sill J-— 9 in —cos^ — sin — cos — 

a a a 


soit egal 4 4- *. Or cos2- soul poMtif^, sin2 a je sigiie 

de 6, sin ~ le signc c ontraive. Done sin a le siguc de A, 
On doii done avoir ceUe condition noinellc 

A > u, 

ejui, joiiile a la condition AA"< o, rc'diura crlle-ci *i l/do. 
Venons enfin au\cas exceplionnels ouriine an moin% de** 

c|uantit^s cos?> co^^esl mille, le sinus eoi respondant 
^tant ^gal a -h i. 

Soil d’abord cos ? o, sin ^ i, inais cos ^ >o. On 
aura A = a = — i, d'oii 







Sif)-rrr COS — * 

2 2 


he sera negatif si A^ <o; il sera mil, ft le sinus 

#gnl S 4-1, si b^ss:: o- Dans rc dernier cas a'^ devra ^tt*e tSgal 

i -hJf iMlisquc piar luqvolhesc, cos ^ > o, 

t >•”**'* cos 2- =s: o, sin ^ =* I, d’ow l/'ssti*, 

w 2 « 



r(»M3Ti01l« n.l.ll>TiQI}e8. 


* f, <)uaura 


—V" . b\K 

^ cr; sin zz - - 


© 

2 0 COS ~ 
‘ 3 


. 9 © 

X-L-. — — cos X. 

3 3 


54 > 


Lfi eosinus sera n^gatif, si 5<(». Si 6 = o il sera nii!, 
iiiais le sinus sera n^galif. 

Eniin, si 


o 

cos — z 

3 




3 



^ fa> 

COS 21—1. sera positif el egal «i 4 i. 

Comnie <*ou(’lusion de celle aiiahse, on voil que le far- 
teur e sera a — i dansles cas sui\aiils : 

i« 55" <o, 5'5''<o; 

3 “ 5 > 0 , 5' z- o, 5"< o; 

3" 5 zz o, <7 -zz — 1, 5' <; <»; 

^ 1 “ 5 zz o, <7 zz—I, 5 - (», a"zzi; 

5" zz o, _z— 1 , 5 < o. 


494. l*a loi de coinpostltoii dii Minbole E elanl aiiisi fixce, 
il nous resle a delerinincr sa \aleur pour les substitutions 
idthiienlaires donl loutes les aiilrcs soul cojupost^es (35i) : 
r* Considerons d’abord Ja subsiiiulioa 



Etle Iransforine t en t -V X, 7 en //. Elle inuUiplie done 
le prodiiit inflni 

(flT= '/*") 

1 

2Lt 

parp^, p <l(^signant I’cxponetilielle f*'*, tie sorle que nous 
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"A .E , 


. *r* / . 


* ^0 I 0 ''v 

|\/ 79 Tr:p^(j)T, 

\A 1 / 

d’edi 

A. 

(»^) 

<; :)-■■• 

2" Passons 

tit 

a la substitution 


O I \ 

— I oj' 


Elle transforuie -ren —-; on aura done 




Pour la valeur particuli^re t = / = — ~ > colic equation so 
ri5duit a 

done 


l>e ees deux r^siiUats on deduit success!vemenl, par la r^?gle 
de composition, 


(3i) E 


:)K-. 

i: 7 )=-<T 

Kt:,)= : )KT 


(S« e(* ;)= »)e(; 

k; > K-. :)K' “.■)=rs 
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l^s formules ( 29 ) et (33) donne^t la *vi^crr du ^inbole E 
ttJUtes les (on que b — o, car on. a necessair^eul dans ce 
cas a =: rft= d: it 

Si b est ndgalif, ia r^gle de composition donnera 


K: ^)=-K“o' 



Ibrinifle rjui rt^uit ]a rcclierche du symbolf an cas ou le 
second coefficient h esl posilif. 


i 95 . Ecrivons, pour plus de metric, r/,, c, a la place 
de 65 d. l^our determiner la \aleur de 



ax eiaut posilif, clierchons Ic pluN grand commuti diviseur 
de a el de ci, ; ou aura 

a ^ ylOfi *+* a^f r/j } j Ct^ -T“ U'j. * • • > 1 I 

... elanl des cniieis positifs decroissanls, doiil Ic 
dernier a,,, esl egal a runile (car ^/, sont premiers enlre 
euiij. Coniine ou [>eiU, an heroin, rem[)laccr la deruiere 
(Equation par les deux ^uivaiiles 

j ( X/,,-.j ~~ I }O/;; * 4 - I j ^m-~ 


il csl peniiis dc supposcr m pair. 

Soient Cj, c„„ c„.4., des eiitieis dilcrmim'-s par les 
relations 


C XCi “t* Cj, Cj — 


I Cf„ C/ 114 .P 


On aura iSvidemmeni 







. tmmm n«. 

^1 i Mm et i^e figwmt dans k {i^m^m ^i* 
|i^w la ^ 

lyaillcurs a^,* »=: i ; on cti d^dttti done Cm-^\ =» i * 

Cela pos^, ai) • • • etaiii poibiiifs, la r^gle de e<>fja|>0$i- 
iioi^ iiotH donnera siiccessHameiii 

k: ::)-k; >{: < ::)• 

tf"- “'V-F-C ''Vf"’ '■‘Up'.Ef"- “-Y 

*-'iJ \0 '/ V^S Ca/ \c, cj 

»•:("* M-^e( ‘ "V("‘ e("‘ 


Enlin, comme a,n ~ i, a,n ^1 = o, = 1, 



tWt / \C,„ 1/ 


Muluptiaiil touips ces ^qiialioiift, il vieiidra 



496. On pent deicrminer par uii proc^d^ analogue la 
>aleur d^s ayiriboles Ea 

Supposous, eii cffel, qu'en posant 



r> . 4 - fir // ¥ 





towmoint ^45 

Ett dtisignant, comme prdcddemment, par 

/«* M\ 

Vc*' (f) 

ta r^suitante dea'subslitulions 


/a b\ /a' 

[c d)' Vc' d'J’ 


on aura 


et 




C’'-f-rf"T 

<?"+ //t 




forraule qui (onlient la irj^le de coinposilion des symboles 
consideres. 


497. Cherchons I'efiet des !»iil)slitutioas ^l(^mentaire$« 
Consid^roiis d’abord la substitution 

« 



laquelle change q en e‘^‘ q. 0 (>er< 5 e sur les produil^ 


9,T=;\/27'*n(i -+-7’"), 
9 jT = 7 " **n(i — 7*"-’), 

IZt 1 

9 ,tr=e “7 **ll(l 4- 


elle les changera respectivement en 


pfii 


e*e ** 93 : 




— !Ei 

’ « »4 . 


—P *9»* 


La subslitiilion A* le*. change en p~'?i; 

Aj‘ les ehange en p“‘ ?i, p*f») p"’ fj- 
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Passons & la substitution 


:> 


Comme elle appartient a la classe VI (358), elle les chan- 
gera en 


O’”'’ 




Or, si Ton suppose t pureineot imaginaire, ^ le sera ^gale- 


tnent et 


<p,T, gjT. e'*©,T, CP, 


seront r^els el posiufs Done 




:) 


le soul aussi; eianl des raciues I’unite, ils se 

r^duisenl a -j- i. Done B transforme ft, en fi^ ; 

son carr^ 

-<■=(7 7 ) 

les laisse inalt^r^cs. Enfin les change en © 2 , <^ 3 . 

Parlanlde ces rcSsiiltats, et appliquanl la rfegle de coinpo- 
sitton donn^e plus haul, nous pourrons calcuier sans peine 
feffei des substitutions 



fOKCTIONS SLUPTH^UBS* 

Tous ces r^Bultats sent consign^s dans le Tableau suivant: 



1 

9i 


9r 

/ I o\ 




( . J 

1 ~ Aj. 

■ • P?i 

093 



. 

• P*?i 

P 

p~*03 


-V,'. 

, . 0 t '^4 


?~'?2 

(-. 0 ) 

I = B. 



?9 


B*. 

9, 




. 

?2 


O 3 

/ 1 . 

\ 0 1 yi 

. 

•• P'93 

? 

p-lo, 


A?. 



??3 


s A 1 . 


?• 



A, Aj. 



'■fi 


A| Aj Ai.,. 


p-*cp, 



498. Soil mainlenanl T une subsliuilion quelconque de 
la premiere classe. On peul (358), |>ar une operation ana¬ 
logue a la recherche dii plus grand coinmun diviseur, la 
ineitre sous I’une des deux formes 

on 

B*Af Af ...Af^A’i^S 

el il r^sulle du Tableau precedent qu’elle reproduira les 
fonclions '^j, ;pa, respcctiveinenl luulliplit^cs par 

En(in une substitution S, upparlenant a une des cinq 
autres classes, pent (358) se meltre sous la forme TU, T 
etanl de la premiere classe, el U rune des substitutions A,, 
Aa, A 4 A 2 , AaAi, A 4 A 2 A 4 , Connaissant Teflet de ces der- 
ni^^res, on n’a qu’a appliquer la r^gle de composition. 

499. Si Ton suppose les fonclions elliptiques d^iermin^es 
non par leurs p^riodes, mais par leurs invariants, les quat%« 













SH SIHXHIM nmm. CHUMfif vu. 

4|«<&9 ^ seront donatSes (413) par ies iSqaatioas Hdomes 

(«p —e«)(«T— 

Cte livera I’ambiguit^ que repr^senle cetle forraule en pr^- 
cisant comme il suit les arguments des quaolil^s 

Supposons d’abord qu’on ail choisi pour p^riodes foada* 
mentales ies p^Hodes principales et ronsid^rons le cas par- 
ticiilier oil ei, Cj, e* soot el tels qu’on ait 


et<e,<ej. 


Dans cc cas, q seva reel el posiuf el les expressions de 9,, 

2Li 

prodiiits monlienl qu’iK scronl rdels et 

postiifs. 

Si le triaa|;te a ce momenl inlinimeiit aplati, se 

d^forme de mani^re a prendre une autre position quel- 
eonque, i^irrspection de la figure inontre imm^diateinent 
comment varieront Ics arguments de —^4 

el, par suile, les arguments des radicaiix qui repr^sentent 
fii fa, fa- 

Enfin, si Tod reinplace les p^riodes principales par d’aii- 
Ires periodes ^quivalcntes, les nouvelies valeurs de fa 

led^duiront des anciennes par les formulas de transforma¬ 
tion donnees ci-dessiis. 


SOO. Posons 




rfS*- 


Lea#tfb4it«ilions A|, A* iransforment respeciivement le# 
fonction# en jP|, a?,, et 

IfS aubslttiilioii# AJ, AJ, 8^ ne les all^reut pas. Elies soul 
iimplem®"*' permutes entre elles par loule snbstitn- 
de determinant et le# snbalttniioiis de k pre* 
li#lre eliti# lakseot tnall^i^es. 
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Eq <${iitiinaQt Cgi, ep, enlre les Equations 

««-+-Cp-i-CY= 0 , 

“ (c«—<??)*(«? —«y)’(‘“t“<*«)*’ 

* (<’p--fa)(('y—Ca) 


on obtiendrait une Equation 

F{J, ^)iz:o, 

ajaiit pour racioes JC|, 

Celle Equation pent se former pins rapideinent comme il 
siiii; 

A cUaqtie valeiir de corresponde*il deuv sysl^mes de 
\aleiirs des rapports ex I (*2 I i% par suite, <ieiix \aleurs 
de J ; reciproquement, a chaque valour de J correspondent 
six syst^imes de valeurs des rapports ei : Oj : mais ils se 

dt^dniseni Tun de Taulre cn pcnmiiani ces Irois lellres ; x^^ 
restant inall(Sr<^ par Tecliange de et de n’aura <jue Irois 
valeurs. 

L’^quatioii cherch<5e sera done de la forme 
A,P-f-BJ-+-C:=:0, 

oil A, B, C soul des pol^nomes du troisidme degre par rap¬ 
port k rinconuiie x^ (quo nous ddsignerons plus simple- 
menl par x pour abre^ger Tecrilure). 

Dans le cas particuiier ou = 02, nous aurons 

J — 00, ^ i ~ Xi X, Xs = o, 

done 

V rz 

Pour 

tni .iti 

ci: c*: <*4 ^ ' <■ * i 


J O) 


on aurail 


XI XJ —>—<« — I f 



d’ofi 


SSCIOKUK — CHAPITftE 


C —a(j7 4~i)% 

a d^sig^naiU une consianle. 

Enfin, pour e* = o, 63 ass — e^, on aurail 


d’oi\ 


Jm, .rt=:—4, X3=:a:,=::-, 

A-f-BH“Crr6(^-4~4) » 

b designaiit une consianle. 

Liquation cherch^e sera done de la forme 

F(J, zr:. 2 ?(J* — J) 4- />(.r ~H 4) — J 

— a( 4~ i)*(J — i) 3 


Pour determiner les constanles reslanles a, 6 , on pourra 
poser 

e, = — I — e, = — I 4-A, ^8=2, 

d’ou 


I2 4>4/^* 1 , 

4A*(9 — At)* — 

_ (3-~A)* 3 3 

■*’*” 3/j(3-+-A) “ 3A 3 


9-27 

4--^// -)-- 


En siibsliluant ces developpement^ dans requalioii 
F(J,a:,)=:o, 

et egaianl k zero les coefficienls des lermes en ^ el on 
obliendra deux equations lineaires en a el 6 . 


SOI. On obtienl de nouvelles fonclions rnodulaires par la 
combinaison des fonclions 03 , 

Posons, par exemple, 

Hi 

M=«- f-;- 

Les six fonclions ainsi obtenues ^prouveront, par les sub- 
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stiiiliions A|, AiAg,.,., l^s alt^ralions consignees an 

2Lf 

Tableau snivant, ou r designe rexponenlielle e*. 



9ir 

9n ?31' 

9'ji ' 

fat' 

fi«- 

A,. 

. r©3j 

ft! 

/-‘Oj, 

fit 

rfai 

A,. 

• <?I3 

'■?3J '-' 9 ,, 

fsi 

?S3 

''fit 

AjAj. . 


'• 91 , /'-*9i, 

/•- '9u 

r-' 9 „ 

r«9j5 

A| Af.,.. 


fat fit 

f34 

fl3 

ftl 

Aj Ai A|. 

■ Vji 

'■■'t'ii r 9 js 

fit 

ef3i 

''“■‘fait 

Af. 

• rcpij 

?31 

r ‘ 91 , 

ef32 

fl3 

A?. 


fti r-'ott 

r-icpj, 

f3t 

rfia 

m . 

fit 

ft.! fat 

fit 

fat 

fl3 

J)02. Cesfonclions peuvent s’ex 
Hants par la formule (422) 

primer au 

moyen 

desinva 


0 ? - 

9 * e^- 

_ / 2 




dont on l^vera I’iimbiginte coinine an n‘* 499. 

Pour former reqiiatioii algebn(|ue qui lie Ics modules 
Aap a J, nous remarquerons que I’lin d'eiix, etant donne, 
les rapports Ci I 62 I (\\ et, par suite, J seronl determines 
sans ambiguite. D’aulre pari, a cbaque valeur de J corres¬ 
pondent six modules L’t^qualion sera done de la forme 

AJ-hBr=o, 


A et B ^lant du sixieme degre en A-. 

Or, si Ton suppose r-j, ~ e*, on aura 

J s: oo, A'l J zs A'J J 3: 00, ^11” ^31 — 




done 


A = A*(A’-i)‘. 


Posons d’aiUre part, 









SS|‘ iMmjH Tit. 

£5i iSi 

tiVik 

( tit<\ 8 / »ir/\ > 

** + « * / {/c*~he* ) =b(k^ — k* + t)\ 
b diisignant nae conslanle. 

Pour la determiner, posons e, = o, «» = — e*; on aura 

J = i, A-*,=—I, 

et en snbsliluant ces \aleurs dans I’cqiiation, 

4-+.e.3‘ = o, d’oii 6 =:_A. 

27 

303. Mous pouvons encore signaler les f'onctions niodu- 
laires 

donl la premiere a pour cube 3'’. ?• J, el Ja seconde a pour 
cttiri 3*. 2 * (J — I) (443). 


Vm. — Division. 

S04. On a vu (405) qne, si n esl eniier, pnu s’exprime 
rationnellement au mojen de pu par la formuie 



Reciproquemenl, supposons pnu donne, et proposons^ 
nous de determiner pu. 

A la valour donnee a de pnu correspondent une infinite de 
indeiira de tt; en designaot par «• I'une d’elles choisie ft 
volonte, elle^ seront donnees par la formuie 

-^^“ 


H 


(nil, nti entieri). 



^ imetioni 5S3 

fifel cofi^^iipoiidaiites dc riftcoa&tie s:=s: pu seroni 

l«ft ftniviiiitei 

-jj- y 

car on reproduirait la mime suite de valeurs ea prenani Uq 
avec le signe ~ et changeant cn mime temps les signes de 

Comme I’expression ci-dessiis ne change pas si I’on fait 
varier mi, de multiples de n, on n’obliendra que ra- 
cines dislinctes. Tcl est cfleclivement le degre de I’equa-- 
tion (i) par rapport a pu. 

Soienl, plus giniralemenl, 

a&)| _apt wi-f-2 iJijW, ci),-h 2v,w, 

« ~ ti ^ a n 

deux de piriodes, tels que 

2 m, a/, -h '>mjCii5 
n 


ne puisse ilre line periode quest m, et sont multiples 
de n (il faul et il suffit pour cela que p, V2—p2'^t soil pre¬ 
mier It n). Lesquanliles 


>^M(i 




oil iiti, m% varient de o 4 n — 1 , seront toules dislincles, et 
reprisenteront la suite cornpletj5 des racines de IVqua- 
lion (i), 

fin combinaiit les formules d’addilion et de multiplication, 
on voit immidiaiemeni que chacune des racines s’cx- 

• ♦ II aw', awjj , 1 aw't 

prune rationnellement en pu^j p-^f P P "X* 

D’ailleurs, en dirtvanl Teqnation (1), on trouve un 
risuliat de la forme 


np'nu = R(pM)p'«» 


5S4 SfiCONDB PAItm. CHAPirSB Vil. 

H 4taiit une fonction rationnelle. Done p'ug esl rationnel ea 
et^' «« 4 , et s’exprimera rationnellement aa moyen 

1 3 (l>j 3 U>a t >'^<09 / 3 <u'l 

de «ao = pMB, J>—p rtMcP .p 


SOS. Posons, pour abr^ger, 


La quantity 

(//I, = o, I» ..., Ai — I; /«,zt: o, I, .. ., A/ — I) 




poiirra, d’apr<‘s ce qui precede, s'expriiner rationneHement 

5 t o) I lij« / / a w I f vi tu« »-» # 

e« ^ofl, ‘P *P P “TT* *• Repr^sen- 

ions-la par 1^^ (x«o). 

Changeons clans I’^galiu' 

( 2 ) =. 


. 2 AI <A>'| ~H 2 Xi col , * , 

Wo en A/o H- — - - > cl changeons en m€me temps les 

indices de sommalion aaAi, en nit — Ai, WI2 — ^^2» R 
viendra 


On en dddtiil 


Celle derni^re expression, ^tant sym^lrique par rapport 
aox racines de {’Equation en jc, s’exprime ralionnellemenl 
par les coefficients de celte equation et les constantes a, 

j|2~» p^—t p'nuo, p'-^> renferment ses 

coefficients. D^signons-la par 
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On aura, en parlicuiier, 

^10 (^oo) “ ^01 ("^oo) ” ^01 ? 

d’oii 

1 1 
PjoC-i'oo) — P(<l(‘^Oo) — A.J, . 

L’equalion (3) donne, d’atitre part, 

IV. (^. X,) P (•n.x,) p« f * (^,).) 

= Pit,|i,(j?o») Pri"' (^«o) p^jf^c^oo) 


*^^^**^^ encore une fonclion ralionnelle des coefficients 
de r^qiiatiori en x et des conslantes a, 

^ynwo, deduil 


H-* 


( ‘^00 ) 


h E! 


Les quantiles Pja, ji, (- 2 ^ 00 ) etant ainsi d^lermin^es, on en 
d^duira imniediaternent les racines On a en eflfet 


ifx, a i P{1^ 

, - V r (^ 

- ^/Wj m , /«3 \ 


('^00 ) 


Or, si 


, on aura 




ot'«, ^-~I 


z= O, 


Cl, si mi= Xj, cetle soinme est egale a n. De mdine, pour 
le second facteur suivant qifon a m^^Xa ou 

= X 2 . Le second membre se r^duil done a n^xx,x,» 
aura 

(4 ) *i. X, = 4 X|ii, P^. ^, (j:,(,) 

/i 



^ MtoQuaHt unta, tiiiAimi vii. 

It f«Qiira dooc, pl^ar rdsotidre l^qiiatioii propiMde: 
auler !es qniiQlit^s aaxiliaires «, p'«««» 

p'^^» P~^; »" determiner par des operations ration- 

nelles, les qnantiies A|«, Ao<, 3° extraire la raoine 

»“*• de A,* et de A»|. Les racines xx,x, seronl donnees par 
la formule (4); et t’on passera de i’lme & i’autre en chan» 

Jl 1 

geaiit ia determination des radtcauK . 

806. Dans ia solution precedenle, d^signe Tune quel* 
eonqtie des solutions de T^quation 

p nn = <7, 

et sent deux /i**®«* dc n^riodes 

n n ^ 

2 ( m }\ _ 2 fZi &>! -f* /JLj W, 2 ? V, 0), -f- 2 V, Wj 

n H /I n 

assiijettis a celle settle condition que p.|Vi — {it 2 V| soil pre¬ 
mier a n ; pnu^ —a est done une des doon^es de la ques¬ 
tion, el fonrni par la formule 

Lorsqo^oii aura determine siw**®* 

m^me 



Lea signes de ces trois radicaux peuvent dtre ehoiata & 
eikr on ne cesse pas de satisfaire atix eondiiiofia 

^ en changeani leur atgne, ee qui 
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pas lea qtiantit^s p «„ p , p , mais change le 

FI ft ^ 

signe dft$ d^riv^es p' p 


S07* Tout revieol done a calculcr les deux conslantes 
p p * Ges qiianlit^s sont (403) des racines dc T^qua- 
lion 

(5) o = =: Jl(-^ ~ » t 

de degr^ ri^ — i, et dont les coefficients sont des poijnomes 
eniiers en gz* Mais ce couple de racines n’esl pas arbi- 
iraire, car il faul que 

2 ~h 

n 


ne piiisse se r^duire a line periode que si mi, m^ sont multi¬ 
ples de /I, ou, ce qui revient au mdrne, que deux expres¬ 
sions 


2 m, a)| “H 2 wij 6 ), 


2 F}i\ a>\ H- 2 jn\ co^, 

1 >-, 

m 


oii mj, m'j, m\^ m\ varienl de o a n — 1, ne puissenl ^Ire 
<Jgales que si Ton a 

m\ 4- /n\ ^ o, m j 4 - ^ ^ o (mod n ). 


II sera facile de diflerrainers’il en est aiiisi pour iin couple 

de racines p—. p— suppose conmi. En efl’et, p'-^> 
« n FI ' ' ^ ^ FI 

w iSl* seront donnas en fonclion de p par des 

» ji| it FI 

radicaux carris, dont nous poiivons prendre le signe a 
volonl^. Les formules d’addition el de multiplication nous 
|)eniiettront d^s lors de determiner, en fonclion ralionneile 

de p *1®® quantiles 

p ^ el aussi les d4riv4es p' )» 


n 


n 
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ei par saite de reconnattre si deux de ces quantiles soat ou 
noa ^gales. 

808. Soient 

_2m|W, •4-imjWj 

«#» — P ^ 

une des racines de ^equation (5), d le plus grand common 
diviseur de m<, n ; posons 

m 1 zz: dp.1 , nii zz: n ^ d'j, 

2 nij <k>| -4- _ 2/X|tO( -4- 

n V 

sera un de periode, cl nous dirons que la racine 
appartieiil au diviseur v. 

D^signons par y * le prodiiitdes facleurs lineaires ) —J'm.w, 
correspondant aux racines qui appariiennenl au diviseur v; 
on aura ^videmment 

le produit s’^tendanta tons les diviseur^ v de n, y compris 
ce nombre lul-m^me, mais runile except^e. 

Les polynomes yl ont leuis coefficients ralionuels el 
enliers en ^ 2 ? ^ 3 * En elfel, decompo^oiis v cn facleuis pre¬ 
miers; soil v = a®^6P.... I/equation 

aura ^^idemmcnt pour racines celles des racines 
appariiennenl a v 011 ^ I’un de ses diviseurs. Ces dernieres 

apparllendronl k I’un des nombres <>t* 5 Tun de 

ses diviseurs, Elies salisferonl done a Tune an moins des 
fjquations 

a b 


li done on determine; i 


ie plus grand commun diviseur 
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det}** avecchacun des poiynomes <{)v, A?, 2 “ le plus petit 

it i> 

multiple M de ces plus grands communs diviseiirs ; enfin, si 
Ton di vise par M, on obtiendra un polynome n’ayanl plus 
pour racines quecelles qui appartiennent v; il sera done 
^gal a un faoleiir numerique pr^s. D’ailleurs, *1^, * 

a 

ajant pour coefficients des polynomes cntiers en g^^ dont 
le premier est purement numerique, ~ joiiira evidemmentde 
la in 6 me propri^te. 


509. Cherchons le degr 6 dii polynomey ^. 11 a pour racines 
Ics quantiles 


P 


'2[JLt &>; -f- 

y 


jjLi, [ji 2 ^taul 50 mais < v, el a,, |ji 2 , v n’ayant pas dc facleur 
eomiuun. 

Les enliers^y premiersentrecux, on pourra 

determiner des enliers A, 11, ... tels qii’on ail 


d’ou 


V 



A-h 



V " rt« iP AP 


k 


M 


A, dt^signant un eiilier < «“ el non negatif; B, un enlier 
< 6P et non n^galif, etc., A-, un enlier. On pourra melire 

lii sous une forme analogue 

V 



Pour que pi, p*, v n’aienl pas de facteur commun, it faul 
el ii suffit que p, el pa ne soient simultan^ment divisibles ni 
par a, ni par b, ... ou, ce qui revient aum^me, que A,, Aa 
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ttCAoieatiHistousdeux divisibles p«ra, oi&i, ton* deain 
4ivi«ibtes par 6, etc. * *■ 

Or A,, Aj sonl cbacun susoeptiblesde» «“ vaJeHrs o, i, 
«*— I, ce qui donnea*" combinaisons. Celles oil A(, Ajsont 
to«8 deux divisibles par a sonl an nombre de «»“-*. En ies 
excluant, ii reslrra 

combinaisons admissibles. 

Le nombre des combinaisons admissibles pour B|, Ba sera 
de indme 

etc- Le nombre des valeurs admissibles pour [jif, |jia (on le 
degr4 du polynome yj) sera done 

••=>'’('-Si)(‘-p)'- 

Si n esl pair, dans la suite des facleiirs yj figurera le 
facteur 

Xl = (7 - ) (7 - «'*) (7 - = 7 *- 5*17 - 

correspondaut aux ilemi-p^nodes. Lcs autres polynomes y^v> 
ob V > 2, sent des carr^s parfaits; car 4 chaqiie racine^»,i»,^ 
appartenanl au diviseiir v, on peul associer line autre 
raeine/m', m; P*** 1* relation 

»»', + ot’, s o, H- mj 5ES o (mod «), 

el ces^deux racines, ^videinment Agates, appariienneni au 
mime divlifiir. 


SIO. La resolution de i’^uation x« ^ entraine cede de 
Fdqutlion ^* = o. ^ ^ 

Smt, on couple de racines de^dqua- 

o; nous pourrons, aplds avoir chniai i votonid Ics 
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digues des radicaux calculcr par des opc^a- 

iioi>^ ralionnelle^ fes qtianiilds 


3 4* 3 m2 o/j 


oh mi, /Ha varienl dc o a /i — i. Si les quantiles 

~h 9 


sont loujours dislincics lorsqne la somme de leurs argu¬ 
ments n’cst pas unc periodc, elle‘» rcproduironl loute la 
suite dcs raciries do = o. 

Si la condition pr^,cedeiUe n’etail pas satisfaile, on cssaic- 
rait un autre ( Oiiple de racincs; on esuraillcurs certain qnM 
en exisle qui conduisent an losnltal desire. 


5 H. Si I’on decompose n d’line fa^on qiielconque en 
facleurs /*, ... premiers cnlro eux, on ponrra remplacer 
la resoliilioa de IWinalion yl^o par celle dcs Equations 

X? 

Car cetle resolution, eiilraiuant celle des etpialions 

fait connallrc les valcurs de pa et dc p’u pour tons les 
arguments qui sont des de periodes, des / de pd- 

riodes, etc. 

Cela pose, soil 

2 ftif (i)j -h 3 Oh 

n 

mi de periode; nous pourrons determiner des entiers 
1*1, }*», •••; V., Va, ...; A-,, As leU qn’oi. ait 

n g r 

n <i r 


h - 11. 


36 



d'oh 


VAKTIM* — CIIAHTAR VtU 


-4* _a ?p9 Ms 9 V M 'I Vj 

« ^/ 

ei comme on oonnail les valeur^ de pn^ p^u potH^ies i»rgu- 
inents 

'?|X, 6>,-f- ?lfXs6Jt ^.V,6>|-f- 

----,-----, . . ,, 

qiii sont des des/•**'*”'% etc. de periodes, on eii deduira 

par la forimilc d’addiuon ies \alcurN de 

2/?l| M| -f> 9 niir$u A ^ ^ * 

p, -, ,,- 

Si done premier-*, l«i i‘esolulion 

de = o bC raiiK^nera a eelle des (^qiiahons* 

X% - 0 | y.l^ — Oi 

ol2. (ionsid^rons done une de eellc^-ei, idle que 

X% ” 

ct snj>[>osons i. Ses i«icine-» soni le-> qnanliles 

9mir,u 

p -- 


/Mi, m2 ne soul pas tons d<Mi\ di\isil)l^s par//* S(dent 
lespeclivemcnl pijjxj Icsicsle-j de lour division para* *; iU 
lie scionl pas nulb k la foi^, cl nous pourroiis *‘cnro 






Considerons cellos des raeines p -=— |>Oitr 

lesqnelles ;jl 2 onl la in^me \aleur. On pourra, eri posani 
dans les for|rinles (4), 


n rr a, r/o 


_ -h- afXgMa 


fh 


.a-1 
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Ics exprimer eo'foiittion de 


2 /Jt 1 fx)| 4- 2 f^5 fj>8 , ^ P-1 <'*>1 4- 2 p* C»)2 

J’ ’ J’ > 

'i(»l .^(Og 

P p -) 1 )- 2 n -- 

S' * a ' « ' « 'a 


Mais toules c^s quantiles auxiliaires seront conniies (au 
signe pres des dthiv^es, qui c^t arbitraire), si I’on suppose 
r(5solucs les equalions 

—o. 

La r^solulion de cello deniiore se ramdnera do mt'me a 
cclle de 

4'^ = el 4.% ’ = o- 

La r^solulion de 1 equation 

“iz: O, OU /? ~ , 

se ramene done linalcinent : 
t" V eellc d es equatioub 

'ia - O, 'I?, ^ o, .. . ; 

*>/* A des evlraclious de racincs. 


On pent obtenir une reduction ulleriourc <lu pro- 
l>len»c de la manii^re suivaute : 

Soil 

O’ _ 9. (JLj ^>1 +• 2 ;j i 

/I fl 


itn w*'*"*’de pt*riode propre^ c’esl-a-dire lei que pi, pj, 
undent pas de facleur coinmun; loiiies les quantiles de 
iortne 


f)i -^ peri ode, 

fl 


n 

la 


on m esl |)reniier k seront egalemenl des de pebiodes 
propres. Nous les rtbinirons dans un nn^me groupc. 
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QBiUPinut nu 


u>' 

tin «oire n**“® de p^riode propre, —» donnera de m6iue 
baissaace & un nouveau groupe 

iw — -4- p^riode. 

Gcs deux groupes n’auront aiicuu de p6riode propre 
cotnmun, s’iis iic sonl pas ideutiques. Supposons, en effel, 
qn’on ail 

iv , w* 
m — ss m* —• 
n n 


Soil p un enticr quetconque; on pourra delerminer im 
nombre X salisfaisant 4 la congruence 

(modfi). 

On aura des lois 

u — ::s Am — A/?r —: 

‘ n n 


done tout Ai**'“*® de p^riode du premier groupe est conlenu 
dans le second. La r^ciproque se demontre de m^ine. 

On peut done r^pariir les de |)^iiodes propres en 
groupes, chaoun d’eux elant caracteris^ par l\in qiielconque 
dcs tie p^riocles <|u’il conlieiit. 

Le nombre total des de p^riodes non equivalents 

enire eiix est, conime nous I’avons vu, 




Ceiix qiii sontcoDtenus dans un groupe 


—, m—> •*»4-periode 

n n ^ 


S^plitiefidronl^ ^videmmenl en donnant k m la suite des 
vilettrs premieres 4 n et < /i. Leur nombre M sera 4gal 4 
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Ku parliculier, si n est premier, on aura n i groupes; 
ct I’on pourra choisir pour les caracteriser Ics de 

p^riodes ci-dessous 


sr ari)| 

n n ^ 


(»V, _ 4- 2 c*>2 

n n 


(/* t=o, I, ../I — i), 


oil, plus generalemeni, 

tr >&)! < 17 , _ 2C.J2 

n n n ~ n 


(/ .™o, I, .n —i), 


X ctanl un enlier fixe premier a n et arbilrairement cboisi. 
(^es n<‘‘‘*“*** de p^riodes appartlennenl, en effet, i des groupes 
diflerents; car on ne pent avoir 


el la relation 


2 m fi)| _3) X (»), 2 

n n ^ 

2 ) X (*>1 ~h 2 Wj _ 2 X A' C*)i 4- 2 a>5 

n ~~ n 


donnerait 

d’i>u 


ni '.r- 1 , 


2XA^2X// (modrt), 
/c^ A'. 


514. Soient des de p^riodes choisis a 

volonl^ dans ehaque groupe pour le caracteriser. Tout 
de p^Sriode propre sera Equivalent a Tun de ceux-ci 

iV iv' 

m—> m —f 

n n 

oil m prendra la suite des valeurs premieres a n et inoindres 
que n. 
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Les qusDiilt^s 

4" a|mt6)a 

n 

(oil fX|, ji-a sont Jo, inais <; /i, el uj, jjij, n n’ont pas de fac- 
leur comtnun) ferment ef^alcmeiil nn syhl^Miie complel dc 
poriodes propres non e<piivalen(es eiUre dies. Elies 
seront done t^i|uivalenles, a J’ordre priL'S, aux quantites pro- 
e^denles* Les racines p de reqiialion yj, -—o 

seronl done Ics quantiles 

fi' w' 

pw-~, pm—9 •••• 

* n * n 

Nous ies repartirons en groupes en reuni.ssanl ensemble 
celles donl Ics argumcnls sont multiples d'une nuuue quan¬ 
tity 

n 

515. SoilFunc fonclion ralionnt lle dc 

O' ^ <r (/^ — !) ic 

p—> 1)-> •••> 1)-- 

* n * n ^ n 

Towles ces quanlitys peuvenl s'expriiner raliorinellemenl 
^w P ^'*27 on pourra done ecrire 

F-.o(p^), 

f dysignant line fonclion ralionnelle en j) ^^ 3 . 

Si l^on change en fn elanl |)renner n, Ic svsieine 
desquaniiiys *• ^9 reproduira. Cedes de 

ces racines qni appartiennent a im mdiue diviseur v seronl 
Seulement pertnuiyes enire elles. Si done nous admelions 
qii’eltes figiirent spinytriquement dans F, celie fonclion no 
S0fa pas ciiattgye; on attra done 
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, Soiont les fojictioiH analogues a F, form^es avec les 
racinesdcs aulres groupesj on aura de ineme 


et, |)ar sniie, 



ia somnialioii s elendanl a loule^ les larine'^ de I ('qiialion 

l.<‘ se(‘()ncl nH*inl)r(% rlanl line rorH'lioii hyint^lriquc do c<‘s 
raciu<*>, pourra s'('X[)i inier l ationiudleimMil an inoyen de 
el do ((Mdlieieiiis d<‘ Ti'qualion, (|ni soul eiix-ineniC'* 
ralionm U eti A' i- 

D'ailleins T’-, F*— soul I'oinine I' <les fonchon^ s\nie- 
Iriijiie-^; on [loiirra <lon(' (*\priiner aiis^l ralioaneileineiU les 

(piviiilltes 

F^'oF- i'..., F'-i-F'^ ^ ... 

Tt, par suite, tons li’s ('oidfirienls de reipialion dc degrc \, 

(d) { : F) s r. I’''. " <>, 

donl I^\ F\ ... stml les raei^^^. 


olO. Siipposoiis (pi<‘ la fonelion I’' ail ele elioisi(* de telle 
sorU? (pic Icscpianlil('*s l \ l*\ ... aleiil d(‘s xalonis mtineri(pies 
dislinctes. Touh' IdiKMion s\m<‘lritpie dcs raclncs d\in 
inenio groiipe pourra s (‘xpriiner l aliomielleincnl au nioyen 
de F', ... el d<‘s (Miefliciinils de y^. 

Eti eflVl, Ics fonelioiis <F, d>F-, ... .sonl encore >}ine- 

Iriques par rapport anx raeiiios ipii ajiparlleninnU a nn 
in<}ine divisenr; on aura done 

cF -f- <][>' -j-. . . _ U. 

_ 


11, R,, ... elant ralionaels. Ccs ec|nations lineaires, dont Ic 




"SM nmoMu fkmm ^ mmtm w, 

n 

n*c#>t pas mil (car il esl ig&l au prodtiit des dil^ 
(itmcm F F'), d^i^rinifieront * 

Ootjic, }on<j«# on aura resolii T^quation en Zf on pourra, 
jw des operations ralionnrlle-^j calouler Jos coefficients de 
ebaeune des Equations 



(loot dependent Ics ia< lacs <ie diaquc <*ionpe 

517. Ces dernieres equations peuveni se rt^oudre par des 
extractions de racincs. Pour plus de snnpliritiS nous suppo- 
seroos n premier; c.js auquel les auires peincnl se rcdnire, 
ainsi qiie nous I’aNons \u. 

Soil, en effel, g unc racine pnmiave de n, e'csl-^-dire 
iin enlier tel que les iioinbres i, g** divises 

par n, donnent des lesies tons difleieiits, reproduisant, a 
Pordre pres, ions les iiornbies de la «urie i, 2, .... n — 1, 
donnanl d’ailleur*' Tunil^ pour leste, d'apres un iWo- 
r^me de Fermat). A chaqiic enlioi //P, positjf et -< corres¬ 
pond itn expo$anl v non negatif ct < /; — i, icl qu^on ait 

//*'> g^'zz (mod«). 

Les rarino•• ; poiirront done, en les ran- 

gettnl duns unordre convenablc, se mellie sous la forme 

i>7» • •’ . 

a r les valeurs suivantes n — i,n, ..., les 
*«ciiiep se rcproduiraienl p^riodiquetnent. 

|*£r*<>ns 



FOttCflONB ELUFTIQtlEfl. 56 q 

«L conBid^ii’ons I’exprpssion 

r so, I, ..., H — a [mod(/i —i).] 

Gc. sera une fotx lion ralionriellc de el dc [4; desi- 
gnons-la par 
Dans TiJcjiiatioii 

cliangeons (r en ir el ( liaii^eons en ineme temps Tindice 
desommation r cii r — a, il viendra 

'V(''-^)j)' 

Les fonciions 

rosteront done iiiallereeb, el Ton aura 




('■V) 




n — I 


Celle ([uanlite, symtHrique par rapport aux ratines de 

rt^quation 






pourra s'exprlmer ralionnellement par ses coefficients. II 
en sera de mfime pour les fonciions 

Dt'signons par 0, Ilfi les expressions ainsi Irouvees, il 
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vifindra 



Ccla pose, oil aura 



Maib Obl e<>fil a o si 1, ii n — i si /* ^)w l^e 

second membre sc red n il done a 

(r 

{n — 1) -, 

n 

el Fon aura 

1 _^ 

Celle fonnule donuera loiues les racines, cjui so d(§fluiseiil 

d'ailleurs les ones des aulrcs ea elian^eaiil la dfUeradnation 
\ 

(III radical (i" 

Lc prol)l^uue de la division (b*-. juMiodes serai I done 
n§solu si Ton savail irouver les raeiiies de Tequalion au\i~ 
tlaire (6) doni depend la fonciiou s\metrique F* Celle 
equ a lion a fee'll le noin Athfitation modtilaire. En ^a^ialJl 
ie choiK di9 la foiuiion F, on oliiiendrail une inliuite de 
seinblables equalions. 


IX. — Transtormation. 

§18* Poor que dcuK fonclions ellipliques )>{a, la', el 
|»(w, wj, £*)j) soienl ii^es par une i*quaiionalg4briquc, il faut 
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el il suffjl ( 366 ) qu€ leurs p^riodes soieiij lides par deux 
relations 

^ (t' -"H “I* 

^ i 6)^ 4- d' a>; ~ c" G)", 4- d'^ g>: . 

Po.Hons 

( O^G> j 4 ^^G) 2 » 

/ c d' f»u. 


II c\ist<*ra nne relation algehrirpie enlre j)(//, <0'^, <o',) ct 
p(;^, U,, Uj), el line relaiii)ii analogue enlre p{Uy e>'/, <0.^) 
Cl j)( n, li,, llj). l/tdimiualion <lc eelle derniere lonclion 
donneia la relation enlre el p (i/, io'[, (ol). 

Nous pouvoiis done nous horner a elno'cher hi relation enlre 
deux fonclions donl les periodes soul li<'es par la rela¬ 
tion 

(hnnine la fouclion p ne change pas si Ton change ie 
sigao (rune de ses periodes, il ('si pennis (radniellre cpie 

4 til ^ on! leur [lartie iinaginaire positive. Dans ce cas, 

a'ff '— b' c' sera un ('iilier posilif. (a* delerniinanl sc nomine 
Ie defi'rc de la transformation ( >.). 

Soil r le plus grand roaiimin diviseur de a\ h\ r h d', La 
transformation ( y.esl la resulianle des deux sul\antes 




, // , 
-G)^, 


et 






<y 


Us— rU[, 


d 

- Gl, 


dont la premiere relie P{t(j id.^) a el la 

seconde |>{//, 0 ,, Ul) a p{if^ ^^2 L Mais on a 

Pin. Si;, U\) rll\, rU\)^^ r^pirn. Q,, %), 


D'ailteurs la tlnhiric de la multiplication nous a donne, 
.sous forme ex[)li(ite, la relation entre cenie quanlit <5 cl 
p(w, Qi^Ua). jNous n'avons done plus cpi'a cherchor la 
relation enlre p{((^ U;, U^) ct p(it^ <•>;, (o[f, 

Le probltimc genera! de la transformation esl ainsi rediiit 



$ 7 ^ »«COlf 0 B FAETIB. -- VI!* 

m ens transformations propres^ o& les coefficients 
c\ n’ont pas de factcur comman* 


5t9* Une transformation propre 



de degre dd — l/c'—n esi (354) la r^bukanle de trois 
aiilres 


(:^> (::> (;'?-> 


donl la premiere et la dcrniere sonl de determinant 
Posons 

Oi), rr aoi'i ~h j 3 w j r= yw' -f 


el 


ZL. y 


J2j=z: y'G)j 4- ry fA)j. 


I. 


Nous aurons 

p(«, 0)^, roi) ~ Wj, <.>,), 

p(«, Qj) =Zp(Uf ^ 4 >|, (t)j), 


el la relation enlre les noiivelles periodes aura pris la forme 
simple 


ou 






ft 


zzz f*>j. 


Nous d^signerons par pu^ 3'a, ce qua 

deviennent jpii, ^ 2 ^ iiTai •••> lorsqu’on y rcmplace 

aifisi fa* pjir ^ sans all^rer la scconde p^riode. 

Les pdri^es de |>« soni, comme on le voit^ cclles de pu^ 
et, «***’*'• de p^riode »formant un 

<yBmroa|ie« di^finia au n” 514. 


n 
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Aw lieu de ces de p^riodes, on aurait pn adjoindre 
ceux d’uw cjuelconque des aiitres groupes. On obiien- 
drail ainsi N r6semx diflf’^rents, 4 chaciin desquels corres¬ 
pond unc fonclion elliptique p li^e a la primitive par une 
transformation de degri n. Lcs fonnules relaiives a ces 
diverses transformations se deduironl evidemment de 
celles que nous allons ^tablir pour la fonction pw, en y 
rempia^ant par les n***"*'*' de periodes propres qui carac- 
tdrisent respect!vement ces divers groupes^ 

La transformation 

(::) 

elant Evidemment la rcnultanle de transformations analogues 
o4 n cst retnplacE par ses facteurs premiers, tous les cas 
pourraient Eire ramenes a celui-la. Nous nous bomerons 
done 4 considErer les deux cas suivanls : i** n = 2 ; 2 ® n est 
impair. 


520. Trans/ormaiion de degre 2 . — La fonction pu 
admet les pEriodes 2 u>i et 2103 ; elle a, aux periodes pres, 
les pfiles 0 et Aux environs de ces points, les 

parties infinies de son dEveloppement sent ^^ * 

Enfin le dEveloppement relalif a I’origine est prive de 
lerine constant. On aura done, par la forniule de dEcompo- 
silion en ElEinents simples, 


(3) 


=:P«*4-P(W — 0),) — Cj 


:pu 4- 


PU‘ 


InlEgrons et dElerminons la constanle de telle sorle que 
le dEveloppement des deux membres suivanl les puissances 
de u n^ait pas de ierme constant; il vient 

^4) f W r::. C W-4-5( WWl) Hr II'+• tj|. 
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One soconde iategration donaeia 

logtftf=login + log ^(«—(i),)h—— logi(-S-ft),), 

— lit! i{u — w,) 

iu=e ——--— 

ff(—w,) 

<*t W* C< 

Pour deduire de la les expressions tie 3 *,m, <S^u^ con- 

bidaons les rapports Ce sont dcs fonctidns 

3 tz cr w j" w 

ellipliqiies admetlanl lesperiodes 2(o,, valeiirprin- 

cipale pour'a = o cst*”;leurs poles soul les z^ros dc'Jer, 
leurs zeros sont, aux multiples prob dc 2 (0| el de 



I 



3 

el 


<»U et Oijj -f- 


■0)5 — ^ ou el 01} “f* o>i* 


Les rapports des cpiatrc fond ions 



jouissent e^idemrnenl desrnt'ines proprietds; ilsseront done 
tSgauxaux prdeddents, et Ton aura, eu eonsequenee, 



( 6 ) 
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Ct 


( 7 ) 


— 


o'* H 

pu- 


:z —^ 


O'® U 



u 

P U — 

es = 







y' f/ 

pu — 


zr— 



0‘ // 


jl_» 

— Cl 

S’! a _ (pit — P;)(JW/ — fa) 
j>« — e, 

)W/ 


Developpons Ics deux mcnibrcs dcs e(|ualions (j) suivanl 
Ics puissances dc u ; ridcniification des lermes constafUs 
donnera 



Pour calculcr les cbnsUujtes + 

rent dans les rormules precrdenlos, ajontons ces Irois der- 
iiit’srcs ; nous obticudrous cetle premiere lelaliou 


M, 




ap ~ i j)( (,u-h 

2 \ ’ A 


'\ e, O. 


l^osonSj d’aulre part, u -~=- - - — duns I'idenlite 


I P{u 'ei) — I {pu — t>i) — 


I 



et cxlrayons l.i racine carm?, il \ieul 


P 


[2i 

2 





Mais, dans le cas paiiiculier ou Wj esl vM el purcmcnt 
Jmaginaire, U| esl v6el; lorstpie if varic dc o a to,, pu esl 
^galeincrit rt5el el vane de lii e,; done p^ — e, esl po* 
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It faul done prendre 



On aura done 

- a - - a 

tfj — e, e^ir:—-2^1, e3=:e|—u5-‘ 


Calculous enfiii r^i, 7^2* A. cel effel, cliangeons 77 en 
+ atO| - 4-4 I31 formule ( 5 j. Le premier membre 

seramultipH^paie*^i^“'^*^»^,lcsecondpai 
L’ideniificaiton donne 

(10) Tijrz: fii f- 

L’fSqualion 
donne ensuite 

/ V - 7:1 

(11) /Jjr:-- \ - 

Oi) j (a)^ 


S 21 . R^cipioqaemenl proposons-nous d’expiimer<^ 2 , <!»2 
en fonclioti de ^<,^ 2 ,^ 3 , 

On aura 

(«J,- e.) (c,- c,) = = .(i>.,...i.?l. 

M^is 

-« 

e* 

(ff*~ tfj) (ej —) r= Cjfj —Cj (fj + f’l) 4- ej = — • 


Done 


e,«»= 


(<?t— g»/ 

16 




^ Aorte |tte et $«tont les racines de I’^qtiation du second 



(legri 

( 12 ) 
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X«—i-CaXH- 
2 




el la relalion entre pu et pu devicndra 


p a zrr.JJ« -4- -TT 

l(> 


p// -h - <^2 


522. L’cmjdoi de celle fonmile pent elre avanlagetix dans 
Ics applications, Les fonclions ellipti(|ues que Ton a a con- 
*>>i(t 6 rer ont loujours leiir*? invariants et ^^3 reels. Le poly- 
nome 

4 3^— 

a done ses Irois racines reelles on une seule racine r^elle et 
deux racines iniaginaires conjuguees. Le premier cas est le 
plus avantageux, car Tune des pdriodes principales ^iant 
reelle, ime autre piirement imaginaire, leur rapport est pure- 
nicnt imaginaire, cc qui doiine pour ^ une valeur r^elle. JUe 
plus le triangle des periodes sera rectangle, et si Ton choisit 
pour premiere pt^riodc celle de module minimum, ] q | sera au 

plus ^gal a e limile moins elevee que celle e Irouv^e 
dans le cas general. 

Or les formules precedentes permeitent de rameuer le cas 
des racines imaginaires h celiii ou Ics Irois racines sont 
reelles. 

Soil en effet pu une fonotion clliplique pour laqiieile le 
polynome ait une racine reellc ^2 el deux racines imaginaires 
conjugudes Cij Ca. La somme des trois racines elant nulle, 
on aura 

a ^tant rdel, ct (ei — )* = — 4 sera ii4gttiL 

Si done on fait la substitution ( 1 3), pu sera 

h ^ tl. 
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nelkment par tine noiivelle fonclion pti pour laquelle lea 
trois racines <? 2 , seront r^ellcs; car I’eqnalion (la) a 
son dernier tenne nt'igalif. 


S23. Transformations de degre impair. — Soit 

n n: am -4-1. 

La fonclion j3/< adinet les p^riodcs a to,, el les p61es 
o, ± — > •. • > ± - - -- - * La dc^coinpo^ilion en ^l^menls sim- 
pies donnera 

a designanl la eonslanle 

. ^ 2p»», 'luroi 

(, 5 ) ''■=z.j-^= 2 , ' „ • 

iyailleurs, la forimile d’addilion domic 






'>//'/» I I 


^ n 


n 


pff - p 




En reniarquant que les Icrines impalis eu a doivenl sc dc- 
Iruire dans la somine, on aura 


4 


}y a — p‘ 


2/JLM, 


PU-p 


2 p,)i 


\ 


■ =2 i 

S 'm , 

—/M 4 




n 




2 




n 11 ^' 

a Ai. 


j>« - j 
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Le premier lenne e^t egal k 


, |)» u — ~i—1 — ~ 


P - 


, , 2 aw« I 

2 UC»)t 


Pif —P 


pu ,J) _J- 1 - 

ft ‘>uu)i 


Substiluaiit dans Teqnalion (i4)j nous obliendrons Tex- 
pression do pa par une sommc do fraclioiis simples 


(lO) pa rp//- 4 - 




pu — I*- 


2 * n 


P « — r • 


lul^grons IWjuation (i i); d \iendra 

( 17 ) -^^^4-azz. 

On n’a pas a ajoiitcr do conslanlc^ la dilTorence des deux 
meinbres elant iiullo pour « = o, pulsque est une fonc- 
tion inipairo. 

lulogrons encore, nous aurons 

1 ^ 1 ^ 1 2aci),\ ait^ 

loga^w =:log3'« ^— 

(,8) <Su-e^ c^«n -—-- 




n:( 
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Slo 


Oaen d^duit, pour rf,«, u, datt, les formulcs aiialoguos 


^ *i£I 

{ 19 ) dciu = e* 




Car, en divisant meiinil>re a inembre par I’^galil^ (j 8 ), on 
obtient des deux c 6 t^s des fonctions elliptiques aux p^riodes 
4 «*)| 614^2? ajaiit monies zeros, nii^mes p^les et inline \a- 

leur principale ^ pour u = o. EHes soul done ( 5 gales. 


On aura encore 


— —, ii vTTI 


>!«- 

524 . Qiaugcons, dans la formule ( 

181, M cn 




2 p6)| 


U 4 - 2 OJi = ^/ - 4 - 2 n Wj, 
Le premier iiieinbre sera multipiie par 

^_ I pi 

el le second par 

^ _I j/r 

Leidentification donnera 


( 21 ) 


t), = rii4- 


not). 


De f^(|ualion tji — ^2 ^ ^ ^ ensnile 


nnt ^ , od| 


( 39 ) t 3 «: 

BBWs OH a <i)t on obtiendra les valeuFS 
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4 e ^1, ea en posaat (/=:ci)|, W2, wg dans Ti^quation (i4). 
II vient 


(.3) 


•a ney,-\- 


TilZii 


2 f/0)| 


Developpons les deux membres de requalion (i 4 ) suivant 
les puissances de u, I^’idenlificallon dcs termes en el 
donneru 


I - 




ao 


I r 


I - 

~ n i " 


28 




I v'”" 

v^2Ui 


- f 

n 

n 


Coinnie p u ct b’expriment rationnellement en 

pfiy ^3? ces forimilcs monlrent que A'l rinvarianl 
ahsoln J sont racines d'cquations modulaires. 


oi 23 , II e.sl evident, d’aprcs l’homog( 5 ueile, qiic Tequalion 
modulaire a iaquelte J sulisfait nc doit conlenir ^*^2 et ^3 que 
dans la combinaison J. Elle sera done de la forme 

F„(J, J) = o. 

Cette equation sera syrnelrique en J el J. Soient, en efl'el, 
K r= le rt^seau de p^riodes auquel corres¬ 
pond rinvarianl J ; H = 2m, ^ 4- Tun des reseaux 

Iransformt^s, J Tinvarianl correspondant. En divisant a son 
lour la p^riode C02 par#?, on obtiendra im nouveau r^seaii 

IV = ami 4- qui sera Fun des iransform^s de R. 

Son invariant V sera done lie a J par la relation 

F„(J,J') = o. 

Mais, d’autre part, I'invariatiit absoiu ne dependant que du 
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rapport des p^riodes, on a J'=J. Done I’dqualion 

F,(J.I) = o 

enlraine celle-ci 


526. L’^^quation ( 20 ) fournit de iiouvelles <5c|uaiions mo- 
dulaires plus simples que les prec^dentes. Posons, en elTet, 

u r= wp, d'ou p u:=: p 


et rempla^ons p ^ U - - 4 - par sa \aleiu 
(ep—ea) (ey— /^a). 




P 


il viendra 

(35) ep—ea=(ep--*ea)"JJ^ 




Or on a (445) 


3 |JLW, 






)■' 


;p-;. = ±(^y(p‘T 9 ?^ = ± 


(le signe dependant de I’ordre circulairc des indices 
Cette Equation pent done s’^crirc ainsi 


(a6) 


y^/»T(p>T _T| " 
\ TT y Cp*«T9^''T AJli 



%t la combmant avec aes hoinologues, et tenant coinple 
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(ie J’idenlil^ 


8 


ahisi que <Jes relations 




,T 


9 fi 


( itH el 501 ), on on clednil aisomeiit 

j> —~ - 



__ rj "^ 

• 78 //^ II 

-^•*1 

(. 8 ) 

-n: 

( * 9 ) 


A " " It) 




p < __1 — p 

/I 


,8 





n 






la‘S (|iiantit<‘^ 
ol^HT 

iw 


Va 


Zn~ 3 


4 

\ A^* \ t: J v**" 


sonl done ralionnelles el sjineliiques |)ar rapport aux quan- 


Wj 


} m <f)i 


til^s n ■ . , , 

De semblahles expressions sontracines d’equalions modii- 
laires; car, d’line part, elles peiuenl s^’expriiiicr rationnelle- 
inenl par p d’aulre elles rcslenl inall<^rees par le 
changemenl de (o< en Ao)|,X elaiil an entier qnelconqae pre¬ 
mier a n. Soil, eii eflei, ± ie resle posilif on negalif, mais 
< qn'on oblieiit en divisanl Xu par n ; on aura 

p _ j) , 


ct les nomhres rjjt reproduisenl, a Tordre pres, la suite i, 

2 ,..,, m. 
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S»4 


On doil (outefois remarqtier quo, les expressions de , 

€oiil€Danllesconstanies celles-ci figiireront con- 

joiniement avec et dans les coeffirienis des Equations 
modulaires eorrespondantes* 

S27. Nous aliens monirer, d\i[>res M. Kfepertf qne, si n 
est premier i 3, le produit 


n,' 


n 


est le cube d’une foncrioii ralionuellc et sjmtHriqiie de 
p — I*.., p — - — y cl Oil cellc consequence cine 


Si 

9* 


Inr ^ 9*/ir 


soul elles-m^mes des racines dVqiialions luodnlaires. 
Nous partirons de Fexpressioii 

5'(o) e 


(^) 


a (*)4 0 


(9 


, J pa>| 


^remarquons en passani quo, pour « == 2, {jt =: i ^ elle se re- 
duir%it « On a ^videmnienl 


(3i) 

m 










/xr. 

n 

Consid^rons le produit 

(33) . 

Son pas aU^i^ par le cliangcment de p en Xp, 
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gi X esl premier & n. Soil, eu effct, ±: le plus pclit resie 
de ia division dc Xp par n ; on aura 




n tit nt ffi 


car pretid, k Tordre pres, la suite des valours i, 
Ceta pos^, I’c^iialion (3i^) donnera 


<«> (n:|)’=f 




M ^ n 


Mais esl iin poljnome enller en p Done 

y 2(>*-“0 lacine d'line equation modulaire (si X csl pre¬ 
mier a «)• 

Puisque nous supposons n impair el non divisible par 3, 
nous pourrons prendre successivemenl X = ijX^ 3, et nous* 
en concl(*rons que/®,/*“, el par suite 


sont racines d^equalions inodiilaires. 
Cola pos^, considerons I'equation 


pv — pu 


<’) ij{ It — (») 


Posons 


aawi 2U0J. 

II — -J—, r -J—1 -f. 

n n 


h infiniment petit. Ix idetiliUcalion des valcurs princi- 
pales donnera 

n'ii^ -_ ^ 



586 

iVoii 
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En compatanl ceitc expression a la formule ( 29 ), on voit 
qiron aura 


« -1 



% designani ime racine de riiniie. 

Nous supposerons qu’on ait choisl pour ato^ une periode 
pt'incipale, et pour pr< 5 ciser davantage, la p^riode de module 
minimum. On aura dans ce cas a=: 1; car, dans le cas par- 
ticulier ou Wi est r^el et 0)2 purement imaginarre, o/?t 

sont r^els el positifs; qiianl aux facteurs du produil /, 
ils sont rebels ot onl le sigae de <0,. 


528. Snpposons, pour plus de simplicity, n premier el 
> 3, el chcrchons a former Tcqualion moduluire a laquelle 
satisfait /^. Une premiere racine est donnee par la formule 

L(JLY 'lYl. 

U \<*)t/ Cp*^/<T 

l-.es aulres s'cn dydulronl cn remplaqant par d'autres 

de pyriode propres clioisis a voloiiicdans Ics n aulres 
groupes. Comme n est premier a on pourra prendre les 
suivants (513) 

/|8 f\ Ci)| -f- A . 

-i-: (A-o, I, n- 1 ). 


On devra^ cn consequence, siibsUtuer k 2to, la nouvellc pc- 
riode 

2 (f>\ rz 48A fO|-+- 

el nouvelle pcViodc 20 ^ formant avec cclle-ci im 
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couple primitif. On pourra prendre^ par exemple, 
c?o)' = —- ac.)!. 

Par la t se irouvera chanj*c cn 

— a Wj _ — r 

48 A <!*)} *+' a Wj 2 ^ / H- T 

Les aulrcs lacincs auront done pour expression 



Mais on a (49t) 



ft, par suite, 


■ v''U+"tcp(2 U+t), 



<Jr on a 

0^=7“ JJ, 


d’ou 

tp(2 < A- 4- t) =1 VT 


I 7 t» 

el, cn posanl pour abivger " == e, 

A jj'(, 
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m 
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racines a«ront done en fpnction de tot et de q l^s 
ejcfu’essions suivanies: 



529* II esl maintenant aise de former F^quation modn- 
latre 

(38) *(/*) A,/^« 4- .. . 4- A„ M rr O, 

dont fl sont les racincs. Nous sa\ons que scs coeffieieuiN 
soul raliontiels en g^j g^. Mais ils soiit entiei''; car, en sop- 
posanl qiFon ail ckoisi pour 2 ti)| la pt^riode de module mini¬ 
mum (un ehangement de p^riodes fondamentales ne ferail 
que permuler les racines), q a un module au plus ^gal a 

e *** , et les racines seront toujours finies. Les coeflicieiUS 

A|^ An resteront done finis, qoeh que soienl g;^ cl g); 
ce seront done des polynoines enliers. 

En outre, si nous supposoris A infinimenl pelil do pre¬ 
mier ordre, la relation 

montre que q sera infinimenl pelil d’ordre sera fini el 

les antres racines/* seront infinimenl peliles d'ordre " 

Le coefficient Ar esl une somme de produils dc r racines; 
dans cha<;un d’eux /•—i racines au moins soot infinimenl 

peliles d’ordre • Done A, est d’ordre (r—i) au 

moins. contiendra done A" en facleur, a ilanl I’cntier 
i^gal d« ^m^dialemenl supiSrieur A ce nombre. On aura, 
parwte, 


A,5=A-B„ 



POKCTI 0 KB BIXlPTlQI^SSf $89 

B;. ^lanl m poljttome cruier en satisfaisant k la con- 

diiion d^homog<J»^ile. Or, les racines /^, ff onl, par rap¬ 
port k o>M <^>23 poids I —n ; A, ^ 2 , oni respeclivement 
less j)oids— I a, — 43 —C. Lc polynome B;. aura done pour 
poids 

/’{i — n) - 4 - laa. 

Si ce nombre esl posilif, la formation da polynome Br sera 
impossible, puisque onl des poids n^galifs; Ar sera 

done idcnliqiiement nul. Dans le cas contraire, Fhomog^- 
neit^* permellra d’ecrire la parile liu^rale de Br. II ne reslera 
ainsi a determiner qu\in nombre restreint de coefficients 
num^riques. Pour les oblenir, on siibsliluera dans I’^qiia- 
lion les d(?veloppcmcnls de ^23 ^,13 A et des racines ct 

Ton egalera a zeVo les coefficients des puissances successives 
de 


530. Les quantiles 

«_ 1 

t ^ 

n f Ik 

soul propoilionnelles au\ produits 


/ A “Ht\ 


II exisle enlre ces expressions des relations lin<Saircs re- 
inarquables, que nous allons etablir. 

On a (442) 

«t <0 


d’ou 


a/iA 

9 * 




12 n 



I .r fAMtm. mimu tii* 

V Stai^i/dfftns cette deroiire dcjullioii, A* =5:0, i,..., n — i 
os les r^suItAts. La somme; 





«*<*%■• '>* * 


'•^ale ^ » ou a zi§ro, sutvant <jue Cjx-f -1 sera ou non 
sible par », B'ailletirs « ^laotH^pai^- Hjpolh^se, ^premier' 
^p^irai dilr^nt de 3, sera de la forme 6a -J- 1 ou 6a ■•-*• i. 
Dantsjfi premier cas, ppur que 6pH- 1 soil divisible par n, 
ilIwal poserp = a 4- ap', d’oCi 


e4'|»r suilCj 


6p 4- I = «(6p'4- 1 ) 


J 


2 *^= 2 :<->- 


n fi{J 4 I * 


Hf{JL 


m/ 


: (— 1 )'*// Q//T. 


SiA=:? 6 «— 1 , il landra poser 

—/^p^ d'oii 6pL 4 -1 ^/?(6p'4^ i), 

J* * « 

el Veti#itltvera a la meme conrhision. ^ 

*^0it eB0n s I’uii qnelconque des non residus qua- 
<}ratiqties dc n; on aura 

*4 

' ■24A'-4-r 

'I **'• Z^O, 

0 0 

t * 

eat^i qtiel que soil |jl, Fexposanl 


ne sera jamais multiple de n. 


531. I^es cubes des fonctions (pnt, sont liiH 

par des relations analogues. Elies se d<5duisent dii d< 5 velop- 
pcitieot Ik 

— -JL o u u* 1 \ 
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<}’o& "5^^ 

^ ^ Aj4.4-1 >2 

^*«t= 2 ;(-i)!*(a<x + i)9'"^‘'* 


591 




*^li 


Ponnoiis la somme 9^L lj , l^es letmes ou 

n'esl pas divisSible par n se dcHuiisent. Les aulres"s"obf»en- 
nenl en posant 


n 

IJ, rr-4- /ijj^ 


iVoii 


o/a- 4 . I =://(afz'-h 1 ) - I) * 

Leur somme sei’a done 

» I ifl 


2 (-) 

Done 

(40 2 ; 


"”d4.jA * 

’ ** «(3/-i'+1)«7"( “ ' -(—1)~^ W’lpOer. 


”-J 

9 ’ 0 ’ «'9'//T 


On Irouvera de memo, s nn non-iesitlu qiiadia-* 

tique de n, 

(i'>) ' ~o, 

car, quel que soil jj., Fexposant 

nc sera jamais divUJble par n, 

S32. On sail que Ics fonctions syme^lriqiies des quanlilc^ 
jj) — doivent s’cxprimet ralionueHement cn 
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/*» g%' Poaf r^aliser c«c«)ghI, on peal recourir an* con- 

si4^ralions suivanles: 

Les deux fonclions al(u, ua) et Q((>, t), lides par la 
relation 

d'Cw, Wj, V/tt A 0 («», t), 


saiii>font rcspectivemeat mx Equations aux d^riv^'es par** 
lielles 


(43) 

(44) 




d*0 


\ni 


OB 

dr’ 


lesqueltes sont les consequences Tune de raulre (479). Or 
lafonctioii 6 «T)salisfait evidenimcnt encore a Inequa¬ 

tion (44)* L’^quatioii (43) adnicllra done la solution 

_ 1 1 yjiia 

F(m, oip W 2 )=^ V^ttA *o.)i *e***n‘ 0 (i nr). 


Mais on a 



On a d’ailleurs rj, = cj, 4- 

I^a sointion precedcnte poiirra done sc mettre sous la 
forme 

1 

a) ^ =*''(«,Wl,Wj)- 

Cette expression salisfait a I’^quation 

DF=F»+— 

121 ^ 

Si done nous changeons u en My/zi, la. Auction 
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satisfera k I’equalion transform^e 

D.r = ~ jr" 4- — ^2 nu^x, 

n 1 a 


r^fiUe ^‘qualion est semblable a celle a laquelle satisfait 
sauf le remplaremenl <le n'^ par //. 

Nous avons cl^ciuil de cette derriiere (480 el 481) une 
<k[ualioii au\ d<^^rivees paiiielles pour I’expression 


(‘onsiderec conuru* fonction de p//, I'ar Ic meuie 

calrul (sauf le changeiuoiil de /<-en n\, nous trouverons 

que — z salisfall a re(|uah(>n 


(la) 


dz 


i)z 




,) - ()^ i 


<K 

{ —A’2j' — A'j) 

-i-1 't/Op‘- 


(Pz 

3 ~ - 4 n 


■©2 


dp 


-i-- M(/l — I )|) 3, 


seu)l)lable a re(|ualiorj (17 ) du n'* 48 K sauf le eliangeiiieiit 
de //- en /?. 

Coniine A esl iiulepeiid<inl de f/, el satisfail a Ja rela¬ 
tion DA =rr. la quantile 


\ (tn’‘ 



satisfera a celte iiif^ine tW|uation. 
()r on a [ fornaules (36 et i8)] 




A 

sA"- 
J. - II. 


I 

r' 




irx-' 


apc.>i 


V 


« / 

:!8 



srciokbk PAirts. 
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lioJttc 



sera un polyjiome en jjk. 

On connait d 4 ja le premier coefficient 


* 





L’equation ci-dessus foumit uiie formule recurrenle pout 
determiner les autres. Substituons^ en effel, ce poljmomc 
dans IVquation et identifionH les termes en pH*. On aura 


('|6) 






'Si ■> dgi 

[ 4 (p —i)(p- a)-+-( 6 ——')+■«(«— 
" !\n 


|^(p+l)pH-g- 


(p + i) 1 fjA JA-f 1 


Supposons <{u’on ail determine les expressions des coef¬ 
ficients jusqu^a Aji^i inclusi^ement en fonction ralionnelle 
/ Soil = ip(^2v A^v f)^ On aura 

^ d/ dA^ ^ dv 

<^gi ~Wt^ W ^ ~ ^ W do»" 


a /* f 

D’aiUeurs^v ~ s'obliendronl en derivanl IVqualiori 
modulaire. 

La formule (46) donnera done an inojen des coef¬ 
ficients pr^c^dents. 

Ck>niiasssant ainsi les coefficients de I’lJquation qui a pour 
racines on obtiendra par des formtiles 

eoitnues t’exprcsdioii d'une fonction sym^trique quelconquc* 


JJT. lieLTirLicATioji coMttEXE, — On a vu, que si iwest 
^mu s’exprime tationnellement en pu, Chcrchons 
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$vec Abel soas quelles conditions cette propri^i^ peut sub- 
sister pourd^autres valeursde m. 

Puisque pmu est, par hypothfese ralionnel en pu, il 
admet les p^riodes ati)* mais ses periodes fonda- 

mentales sont ^\ideniineni^^* ? : on aura done 

m m 


a Wi 


2rtr(k)|4- a 


m 


2 Wj: 




/?! 


ou 


All CO, =: flfO), “h iiicojr^: CO), 4- 


a, /i, c, ^tant des eiitiers. 

(^es <§qualions sonl salisfailes, quels que soient (o,, 012, si 
Ton pose m ^ a = b ^ c -= mais alors m est enlier : 
e’esi le cas de la multiplication ordinaire. 

Si m ii’est pas entier, sou (.diminalion donnera enlre les 
periodes la relation 

ti)j _ CO), 4“ d(M)i 

o>, Cl 0), 4" b 0) 2 


ou 

ou enfin 


/i6l)j4- (a — r/)o),o)j— co)j jh o 


(47) 


bx^ ~r (ci — d)x — C — o. 


Cette equation dolt avoir ses racines imaginaires, el t 
representera celle dout la pariie imaginaire est posili\e. 
Quant au multiplieateur 

;n run 4~ 6 t, 


ce sera aussi uue quanlite coinplexe. 

Si les relations prtJc^denles sonl satisfaites, pmu <5tantune 
fonclion paire qui admet les periodes aw, et sera bien 
ralionnel en pu \ nous dirons, eii consequence, que p«/ admet 
une multiplication comptexe. Nous venons de voir que cela 
oe peut avoir lieu que si t est racine d’une <?quation du 
second degr^, a coefficients entiers et a racines imagi^ 
naires* 
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5^6 

S 34 . Swpposons r^ciproquement que x salisfasse a une 
Equation de ce genre. Comme on pent multiplier ou diviser 
tons les coefficients par un m^me entier positif ou n^gatif, 
ceile Equation pourra se mellre sous la forme 

(48) AT=* 4 - 2 BT 4 -CnrO. 

A, C ^lant posilifs, el A, B, C premierh eiilre eux. Le discri¬ 
minant 

D rrr AC - 

sera positif. 

Nous di-^tinguerons deux sorles d\^((ualions (48) sui’vant 
que A, *iB, C onl pour |dus grand cominun divlseur 1 ou 2. 
Dans ce second cas, A, C seronl pairs, B impair, et D dc la 
forme — 1. 

Bour determiner les mullipiicalions complexes doat pa 
esl susceptible, il nous faul identifier Tt^quation (^8) a\ee 
(47)1 ce qui donnera 

A a — d:zz2\^,i\ c — — C j\ 

Nous joindrons a ces relations la suivanle 

a-^ > K, 

et nous en lirerons 

a rzr y -r Uj\ b tiz Ax^ e ^ — (]x^ d zzy — B.7 ; 

el le determinant ad — 6c, <jue nous designcrons par n, sera 
donne par la forrmile 

-h D r^. 

Enfin 

’ _ B ~h 

m m a -h 6 t -zr y 4- « r y/D. 

Si I’^qualion (48) est de la premiere sorte, il faiidra, pour 
que a, 6, c, d soient eutiers, que Xy y Ic soient. Si elle est 
de k seconde sorte, A, 2B, C admeltimt 2 comme diviseur 
coiitmun, x^y pourront conleriir 2 end^nominaleur; posant 
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done ^ s=^, r on aura 
2 2 


a 

c 


r'-h hx' 
2 


C.r' 







m ir: 


y'-h 


097 


et a, 6, e, rfseronl enlicrs, si jr\ y' sonl entiers et de meme 
parile. 

La foncti^n p// ronsidt^nV admel done une infinite de 
miiltipliealeurs complexes m, cju’on obtiendra en faisant 
varier dans ces formules les entiers x, y (on x\y). Nous 
pouvons loutelbis nous horner a donner a ces deux indetcr- 
minces des \aleurs premieres entre elles: car, si Ton clian- 
^eair.r,en /’.r, /;/, m serail change en rm, el la relation 
enire p// el prmu se deduirail de la combii»aison de celle qui 
lie pt/, pmu a\ec celle quedonnela inultiplicalion ordinaire 
et i[ui lie j)WH/avec pf /fui, 

Supposons done x^y (on x\j ') [>reiniers entre eux; c, 
auroiit thidemmeiU I’unite [)Our plus grand conimnn divi- 
seur. 


eidci. On \oil, par celle analyse, que loute equation 

At®-+- 'i! 5 r 4 C -r: o 
ou 

(49) a Bo), <.>2 •+" t)>o, 

caraclerise une fonction pu admellanl des inultiplicaieurs 
complexes. Mais celle nieme fonction pw correspond a une 
infinite d’tk|uallons de ce genre* En efi’et, pa ne change pas 
si Lon remplace (o<, par un autre sysleme de demi- 
periodes fondainenlales «»', w!,. Soient 

aWj 4- j3ca',» (k) 2 =: yo/, 4- (5o>', (ad --- (3y) = i 

les Equations qui lienl <’es deux sysl^mes de p^riodes. 
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(49) irnnsform^e en 
(5o) A'w;* -+- 2 B'w; w; 4- ry 61;* o, 

/ A'nrAa* -haBay-f-C/, 

{5i) j B'rr Aa|3-f.B(aa4-j3y)-hCY3, 

( C=r AP* -^2Bpi^C6K 

Nous consid^rerons comme ^quivalentes et nous raiigerons 
dans la tn^me classe toutes les Equations qui peuvent ainsi 
se d^duire dc Tune dVlles, ct qui repondenti une m#me fonc- 
iion pu. 

Toutes ces (Equations ont le m^me discriminant, car on a 
A^e- rr (AC B») («o D. 


En outre, elles sent dela inline sorle; car lesformules( 5 i) 
montrenl que le plus grand cominim diviseiir de V, B, C di¬ 
vise celui de A^, C, el que colui de V, aB, C divise celui 
de aB', C^; el lareciproque cst vraie, ear on peuirevenir 
delVquation ( 5 o) a Teqiialion (^<)) par la substitution in¬ 
verse 

cu', 3fU, — j36>i, W, =: — yWt -h «W,, 


On sail, par la tli^^orie des formes quadratiques, que les 
Equations d’un ni^nie discriminant 1 ) et dc inline sorle ne 
formeui qii^in noinbre fmi de classes. Nous aliens relrouser 
ce r^suhal en cherclianl I’expression des foncltons pu a 
inultiplicaiion complexe, qui correspondent k ce discrimi¬ 
nant D* 


55 ^* Toutes ces fonctions admellent les m^mes multi^i- 
cateu’S^ ( 534 ) paries f<||nules * 


on 




Sait J!9 W <le ces mitfii|>Ucateitrs, chnui^olauU (i^'coij- 
le e«lci^ efleetif de cboisir le praivshRpfo, coiv 
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respondanli ^ j on x^=y :==. i). On aura 

m<»), rr aw, 4“ 6wa> WWjzr cw,-f- 

a, 6, c, ri (Jlanl des entiers encore inconnus, car nous ne 
supposons pas donnc^s les coefficients A, B, C, inais seule- 
menlle discriminant D. 

Posons 


les Equations precedenles de\icnnent 

Wi ai2, Wjm c£2i 

Kernplacons (0|, d’une [art, et U,, d’aulre pari, par 
d'autres demi-periodcs cquhalenles co', (o^ el O', O^. Nous 
pourrons par un choix convenahle de ces riou\elles pe* 
riodes, (319) rediiire la relation cnlre les pt^riodes a la forme 
plus simple 


w, = /i£2,, 




Cela pos^, pmii admel pour periodes primitives i^O^, 
oil leurs ^quivalentes y.O', ^lOlj. Elle admetdone les pi^riodes 
2tUp qui sent desperiodes primitives pour pa. Ses poles 

S(mt, a ces penodes pres, les points o, •• ♦ - - - 

La decomposition en elements simples doiincra done 

(5,) *2^)- 

Ideiuifions les devcloppements des deux niembres, siiivaat 
les puissances de //, en remarquant que pruUj ayant pour 
piriodes aura, en vertu de fhomof^en^ii^, les 

invai ianl^ fn ' , m® iendra 


-(«.*-,)o-.= -2, T—’ 
I* . . V * ’ V*"'** 


«r 
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Prenons une de ces deux Equations. Nous savons que la 
somme du second membre esl li^e k ^a? une Equation 

aig^brique. Subslituant dans celle-ci la valeur oblenue ci- 
dessus pour cette somme, nous obliendrons une equation 
alg^briquc entre el g-^ Cette equation, en veriu de I’bo- 
inogeii^it<i^ determinera J. 

II n'existe done qii'iin nombre limite d'irnariaiUsabsolus J 
eori'espondant aux niulliplicalions complexes de discrimi- 
nant D et d’line sorle donuce. Hs sont raciiies d’une equation 
alg<5brique, a coefrioieuts eulier>, dofjt le degre sera le 
nombre des classes d’equations qiiadraliques du discrirniaanl 
et de la sorle donnes. 

La connaissance de ces iinariants determinera, a im far- 
teur d^homog^*neil6 pres, les fonclions }>// correspondantes. 

537, Les deux cas les plus siiiiplos de ia miilliplicalion 
complexe soul ceux re(|uatioii en 7 se reduil a 

-f* I = o (D rn I) 

ou a 

Sir*4- 2 T a o f D -r 3, ileuxierae sorle). 

Nous avons d^jS signale rinU^T^l de ces cas parliculieis; 
on a dans le premier J = o, el dans le second 

538* Soient pw, j3a deux foiictions elWptiquesdontles pe- 
riode$soienl liees par les lelaiioris 

rr 4“ Wjrt: CW|-4- {ad^iwzrn). 

Leurs invariants J el J soni li^s par une Equation modu-' 
laire 

* F„0,I)=o. 

et ]es diverges vaieurs de J fournies par celte Equation cor- 
res|(Oodeiit aux diverses manitferes de determiner a, b, c, rfj 
e<Hts la erudition eu/—6c = n. * 
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Pourque J soil %al a J, it faut el il suffit qu’on ail 


d’Dil 


W'j (i>j 



m ’ 


0»2:r:: 


m ’ 


m ddsi^nanl inie C03islant<\ On riiira doiic 

mfj)i rr <2 0>1 -f- /«6)i r: CCOj -h f/Wj, 

et la foiiction pa devra (Hre Tuno de cellesqui admettenl une 
multi[>lication complex^. De pln^, O designanl le discri¬ 
minant corrc’^pundant, on aura 

n :r» 4- 1 oil I // — .r * -r D/ 

ly equation 

F„( J, J)“ o 

se d^composera done en facleiirs lalionnels, donnant respec- 
\eineiit les invariants J (pii correspondent : 

r^’ Aux nuiltiplicalioiis complexes de la ()reiniere sorie, 
pour les discriminants i) qui satisfont a la relation 

^ n o:*’-h 1) 1 % 

Xy y etanl des entiers premiers cnlre eux; 

Aux miilti|)lications complexes de la seconde sorte, 
pour les discriminants D qui satisfont a la relation 

se', y ^tanl impaif s el preini«*rs eiilre eiix. 


X. — Applications. 

539. Consid^fons ia diffi^renlielle aiielienne 


R(ars y)dx, 



4os sicoMBc rABtH. mmct vii. 

R d^sigaaal une foaction ralionneiie et y 4taiit lid ji x par 
«n« dquation aigdbrique 

/(«./) = o. 

Si I’on eflfeclue une transforination birationneile 

•*' = ?(*'»/)> y — 

I’dquation/rr o sera changde en unedqiialion analogue 

/(?> ?i) —/) -o. 


R (x, y) deviendra une fonction ralionneiie de x',y"\ enfin 
ds s’exprimera au ino^en de x',y, dx' an mo}en des rela¬ 
tions 


dx- 


^dr' 

dx'"^ 


d<f) 

dy' 


dy. 


dx' 


da-'+ pi dr’, 
dy' 


La difTei'cntielle proposee esl done iransformce en t»nc 
autre, dx\ on la relation entre les variables sera 

/,(a?',/)-3 0. 

Si f(:tj y)ss=o represente une courbede genre i, la trans¬ 
formation pourra fitre choisie(l* I, n*'607) de telle sorle qiic 
la courbe iransformce soit du troisiCme ordre. 

On pent encore simplifier celte dcrniCie equation par une 
Suite de transformations homographiques* Par une premiere 
Iraitsforination, qui rejelte a Pinfini un des points d^rn- 
fieiion, on la rCduira ^ ia forme 

Ps::^0, 

P 2 Cianl du second degrC. Un autre ebangement d’aiie la 
rCduira a 

ax^ Pj=: o. 


Le pcjljnome Pjt contieni un lerme en^®, car aiitrement 
courl^ serait unicorsale. En changeanly cn^ + X4? Hh p? 
^ feri diaparahre les lermes du premier degr^ en y; 
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IMquatioti prendra la forme 

/* XT A^* -f- -f- 4- D. 

Efiita, chang^eaot x en ao: -f- on pourra r^duire A 4 4^ B 

k o; appelant — el — lesdetjx an ires coefficients, nous 

aurons I’t^iiation d/*finitive 
« 

Soil pu la fonclioii elliptique conslniiie avec les inva¬ 
riants celte equation equtvaudra mix deux suivanles 

xzr-pii, yz=:p'n. 

Done, lescoordonnres de toutecourhe degenre i peuvent 
s^exprimerpar des fonctions elllptujues dUin memepara- 
mi^tre. 

3i0, Prenous ce para metre u pour sariable iiid^pendante, 
la differenlielle R (x, y) dx se chaiij^era en 

R( dii. 


Pour ini^grer celle expression, il faudrait : deter¬ 

miner les valeurs de pa qui rendent infinie la fonclion k 
int^grer; 2^ ralculer les valeurs correspondantes de «; 
3® developpcr la function aux environs de cliacun de ces 
p6les afin de la d(5cornpo»er en elements simples, dont 
chaciin sera inl^rable (392). 

Cette derniire operation iie demande qiie des divisions; 
mats la premiere exige la resolution d’une Equation alg^- 
brique, et la seconde celle d'equations iranscendanlcs de la 
forme 

ptt rz G* 

llconvient d’dviler ces resolutions, s'ilest possible ou lout 
au moins de les retarder, en rt^duisanl la differenlielle algi- 
brique avant d’executer le changement de variables. 
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541. Cette difft^renlielle peut Hte mise sous la forme 


R, R| elant rationnelles en 

Or on peut, par des operations piirement rationnelles^ 
mellre Fintcgrale J' R dx sous la forme 

•M 


f" 


dx rz p(x) 




- dXy 


p(x) etant mtionnel en P un polynome sans racine 
multiple, et M uii polynome de degre iiilerieur a oelui de P. 
l/integrale 



pent d'une inaniere analogue (^8-31) se mellre soiisla forme 



Pi (j?) ^lant ralitmael, P| un polynome en x sans racine 
multiple, el n'ajanl aiicune racine ooinmiine avec X; 
M| un autre polynome dont le degre ne pent surpasser celtii 
de P| de plus d'nne unite. 

Si M et M| sont mils, rintegratioii est lerminee, Dans le 
cas conlraire, il faudra rt^oudre les Equations P = o, P| = o 
pour decomposer‘pj ^ en fractions simples. On aura ainsi 
k inl^grer une expression de la forme 


G.i" D ■ 

Posoas maintenant 


dx 




St 


B</.r 


s = pu, y = p'». 
Les t^rmes totil int^gi^s 

/>(«)4-p,(x)v/X 
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devieudront la foiiclion elliplique 

p(pf^) -h pi(pu)p'/i. 

On aura en second lieu 

^ — djC zzi ^(Cp W 4- D) ::::::— 

A d.r ^ A da _ A du 

^ \/X ^ J>« —~ 

en designanl |)ar r une racine de l\H|uation iran^cendanle 

Si i'esl line deini-prriode telle que (o^, on aura et 

ls.du _ A f i>( u 4- — Ca ] dll 

expressi<ui dout Tinle^rah'e^t 

--- J ^ con4. 

(C<j —Ca) (Cy —Ta) 

Si V n'o<^t pas une ilenii-perlode, on aura \!W)T) 

—Jt — - - i-)—?('< — » i —^r.']. 

j.«—pi- 

et en inlej»ranl 

/* A \. , . > . . ^ VI 


pu—pv p r 


-t- r)— log3'^ (/ — f)— ^/?t’] 


4- const. 


On aurade lueiin’ eu desi^naut par iv one racine deFeqtia- 
liou 

pie b, 


r JA"-. -1 


I'/idii i 





--r B( 4-0’) —u )— w/ ^ir) 4 * const, 

Rt^unissant ces r<5sullals, el appliquaul aux lermes ou 
figure la foucliou la formule d’addiliou 

C (// 4“ e) r= f w 4“ C e - 

^ ^ A pii — pc 

on voit que I’integrale eherclu^e sera de la fonue 
{i) 2 Aa Iog:^(«— (fk) 4 * HCn 4 - Cu 4 - ^ w, 
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ks A, <1, 8j C Hm% des eaitsiaiifei, ©t <|ii me fon^tion etli|>^ 

S#2. Cherchoas quelles coaditioas cette iat^grtle sera 
aae foactioa algebrique de x* 

11 esi aiicessaire qu’elie a^ait qu’ua aoaibre limits de 
vaieurs pour cliaque valeur de x = pa, et a fortiori pour 
cheque valeur de «. Or, pour uae ai^me valeur de a, 
chacua des logarithmes logo- (a — a^) a uae infiait^ de valeurs. 
II faul done que tons les coeflicienls A/t soieat mils. 

Celle premi^^re edndition remplie, Piat^grale sera uai« 
forme ea a. Mats il faul de plus que, pour lous les sysi^mes 
de valeurs de la forme a/Ui <o, -f- qui n^alkrenl 

pasp^i, le aombre de ces valeurs soil limil«5. 

Or, le changement de u en 2 m, o),-+-uug- 
meat© la valeur de Tiat^grale de 

(aBrji-f* 2 C(t),)m,- 4 - ( iBrji -f-aCfiii)//?,, 

expression qui prendrait une iafiiiite de valeurs, si I’oa 
n^avail pas 

aBv),-h =r o, 2B1O2-H 2G(i),= o. 

Comine le determinant —T^aOii e^l egal on ea 

conclul ces nouvelles condition^ 

B ==: O, C rr: O, 

Recipmquement, si les conditions trouvees ci-dessus sonl 
remplies, Finii^grale sera doublement pi^riodique; elle s’ex- 
primera done ralionnellement an mojen de pu = x cl de 
etsera alg<!brique en x. 

543. Cherchons encore 4 quelles conditions les termes non 
elliptiques 

(2) ioga'(// — Qk) -h B?« -f-Cn 

penveni repr^Jsenter le logariihme d’uae fonction alg<5briqne 
de X, 

11 sera a^*€essaire que cette expression n’admetie, aux mul¬ 
tiples pris de 2 It/, qu’un nombre limits de valeurs pour 
i^aque taleur de x, et a fortiori pour chaque valeur de u. 
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Or, pour uae valeur de u, AAiogar (^u-^an) a une 

infinite de valeurs, diff^ranide multiples de Kk^rJ. II faut 
done tout d’abord que les coefficients A* soient ralionnels* 
Sapposons qu^‘l en soil ainsi. Soil p le plus petit multiple 
deieurs d^norainateurs. L’expression(i>,) sera 6gale^-logF, 
F designant la fonction tmiforme 

laquelle ne devra prendre qu’un nombre llmite de valeurs 
quand on change u en u 4- 2 W| Wi -h 2mzi02- Or ce chan- 
gement la reprocluil an signe prAs, inultipli^e par une expo- 
nentielle, dont I’exposant cst 

-h aArtjYij) -h fxC(2m,o)i-4~ 

4- (3/n, Y)i -H 2 ~h/Ui wi-+- 

Le ooefficienl <le u doit Atre nul, d’ou cetle premiere condi¬ 
tion 

iA,= o, 

ce qui r^duil Texposanl ci-desMi^ a 

—2 0)1 G]/Jim, 

4- [2Y}i( 15 —■+■ 2oi>jC]/jima. 

Pour (jue I’exponentiellc ail iiii nombre limitA de valeiir», 
it faut et il suftit (jue le«» mtilliplicaleiirh de [xm,, pma soient 
coinmensnrablci a 2?:/. On aura done les conditions sui- 
vantes : 

2ri,(H —:s;Aa«4) 4- 2Gi),C=:/, 2 7ri, 

2 ins(B- 2 <t),C”/, 2 7 r/, 

f\i ft ctanl ration teU, ou en resolvant, el remarquatU que 
Tzi 

^ B—n= —2Wj, 

(G = 

R^ciproqnemenl, supposons ces conditions salisfaites; 
soil vie plus petit multiple des denominateurs deon 
aura 
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^tant doublemeni p^riodiqueel pouvani, par com^^ient, 
sVxprImerralionnellenDient en pw et j/m* 

544* Les diff^renllelles elHptipues 
H(jr, \/X)r/.r, 

ou X est un polYnome da quairit'aiie degr^ 

X r= 4«'t 4«3*^ 

renlrent dan^la clause consideree ci~<lessus^ car la coarbe 

™ \ 

esi de genre i. 

La rep resell lalion siniiiltantV tie r el cle r = 
foiiclions ellipliqu e*'d’lin ineine parauiclie petit se realiser 
comme il suit 

Nous pouvons ecrire 

z etanl egal a ! el n\Hanl mlioduit tpie poni rhoinogeneiU*. 
Ce poljnome lioinogene adinel les deu\ invauant*; 

L— r/yaat^i— ^ri^a^as — a] — — af r/,. 

PoHons x = / — ^ cliangcra en un polyiioinc sans 

second lerme 

T = <'/q( 4-' 4- I -4 )» 

€t les inxariauls reslenl inallt'xc^s: on aura done 
al(sr^-h^o^l) ^ L, 

ee qu’on pent d^ailleurs v/jrifier par un ealcul tlirecl* Reinel- 
lanl I’linile 4 !a place de 5, on aura 

T =: ao(t^-h6<Xif^-h /i^a^ 4- aO 



FON€TIONS ELUPTIQUES. 




y^—Tz=o. 


Nous allons montrer qu’on peut identifier cetle derniere 
^(|uation avec celte qiii lie lesdeux fonctions elllpiiques 

1 n' (/ — p' (’ , , ., r~" 

j,(,/ + ,.)] v/^„ 

eo deteriniiianl convenahleineiil la constante et lesin\a- 
rianls et 

En elTel, on a idenlifjnemenl 

(j)f/—j)e) — •+- t') — jx’] = 

et la fornuile (Eaddilion donue, d'autre part. 

, V I 1 /(/ — I > e V ^ - 

p(//-f-e)-I-jw/ 4 -pe--7-i :^y2 

4 p/f — pv 

ou 

ipd—pv) ~h 4 3 |)i\ 

On eri conchu 


; (/^—3pe)^—4(p// —j)i’) 4 - e)—-ix'J. 


Cela pos^, la fonction 

J-z:(pn—pr)fp(// --h r)---j)e] 

adniet Ics m(^*nies poles o et — v qiie la fonction/; ces poles 
sont simples dans loutcs deux, el pour u infiniment petit on a 


-j—p'v *-f-. 


J. - It, 



mconm fAutm* ^ mAnun nu 


0OIIC 

mlwl, car cette fonclion elliptique, ajanl perdu I’nii de« 
deux p61es o el est une constanie; de plus, elle s’annole 

pour u = o. 

On aura done 

^ — (/*—3j)e)^“+“ 

ou, en rempla^anl par sa valeur en pv, 

9* — (/*— ^/*P 4/p' 3 p* r). 


Pour identifier les coefficients de ce polynome a\ee eeux 
de T, il faudra poser 

d’oi 

rr <X4 -f- J a| =r — > 

1 

A'jP*’ —r"*’ = ai*»— a‘— «?=■ -7* 

Enfiti, pi’ se d^terminera par la relation 


pv =r— a*. 

Celle-cf a, aux p^riodes pr^s, deux solutions, aiixqueJIes 
correspondent des valeurs ^gales el oppos^es de j/(». II faui 
ehotsir celle pour laquelle pV = ~h aa. 

Les constanles ^3, ^3, u elant ainsi calcul^es, pn salisfera 
idenliquement i i'^quation — X cn posanl 

( 4 ) I ^0 P</ —pi’ 


le doi||>t« ngoe poiivant ^tre &x6 arbitrairetnent. 
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Enfii), une formule pr^c^demment irouv^e (397), 

(5) rfx = —iLf ipfpw— p(w>-H «»)] du, 

2 pu —pv ^ '■* 

On a oblanu aiosi lous les elements n^cessairespourlairans- 
formalion de la diff^rentielle. 

345. La roijction ^lantd u second ordrc, a chaaue 

pu — p i> ’ ' 

valenr dc x correspondent (aux p^riodes pres) deux valeurs 
de «. Leur somme est ^gale a celle des poles, qui est — c; 
les valeurs correspondantes dej^ sont ^gales el conlraires, 
car le cliangenient de a en —a — c change le signe de 
pu — p(/^ H-1’). A chaque point {x^ y) dc la coiirbe X 
repond done une senle valeur du paramelre u. 

La fonction / s’annule pour les valeurs de u qui satisfont 
a la relation 

// i’ rrr— u 4 - periode 

on 

// rrr— -4- -h 

Les valeurs correspondantes dc x sont les racines dc Tequa- 
lion X = o. 11 suffira, pour les avoir, de donner a chacun 
des eiuiers nii^ rn^ les valeurs o el i. 

Nous obteiions ainsi une resolution de I’^qualioii du 
qiiairi^me degrt^ par les fond ions elliptiques. 

346. liquation differeatielle Euler. — Appliquons 
les formulcs pr<5c^deiites a la transformation de la diffe¬ 
rent! cl le 

dx _ dx 

S/x 

EUe se reduira k 



le signe cfe restani a noire disposition. 
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6ia 


SoJenl done Xi deux variables, li^esparr^quationcUff^-* 
rentielle 


( 6 ) 


dx _ (dxx 


X| ^lanl un poljnome formi avec comme X Test avec x. 
En posanl 


I jw/ — |> r 
3 j>^/ — 


^(i. 




nous pourrons r^duire cclle equalion a la forme 


d'ou 


du _ dff^ 

S''«o v'«0 

«l= // -f- c. 


c designanl une conslanle. On aura done 

.r = 4/(//), — t^(// -f- r). 

Cos deux fonclions ellipliques, d’ordre i cl aiix mfimes 
periodes, sont li^es par line equation algt^brique dii second 
degre par rapport a chacune d’elies. Soil 

F( X,, c)=: o 


cetle Equation. Elle sera ^videraincnl sjintHrique [)ar rapport 
k X ei el sera ^qiiivalente a I’t^qualion diflerentielle, sur 
laqiielle on retomhera en elitninant c enlre F = o el sa 
d^riv^e. 


547^ Cette Equation F peat ^tre formee comine il suit : 
Soil / une variable auxiliairc, li^e 4 x par line equation 
alg^brique dii second degr^ par rapport 4 chaque variable. 
Eu^rdonnant successivetnenl par rapport 4 chacune d^elles, 
on|N>firia l^^crire ainsi 

0 9 (J?, /)=rA/®-4-2B/-hCr=:Mj?*-f'isNx4-P* 
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On en d^duit 

~ J J ^ ~ ^ ^ ^ ^ 

ou, en substiluanl pour xelt ieiirs valeiirs 
N H ± 

X ---, t ---- ) 

iVl A 

±: fix ±: — \(] dl zzz o, 

el enfin 

(ix ^ di 

AC V * 

Soieiil la seconde racine de Inequation :p(^‘, t) ^ o, el 
soieiU B<, (>, ce quo devienneiU Ic*? polynomes A, B, C 
<ptand on y (‘[iar»f»e x en jr,; on aura de nn^nie 

fi.t'i ^ (it 

VBI— “AiC, “ 

on aura <lonc, en cljoisi$>anl <le^ delennlnalions convenal)les 
pour Icsdeiix radicanx \ B-— \C, \ — A<C,, 

(-) . 

' v'b'—v'i'I— 

I)natitre pari, en (diininanl t enlre le^ deux equations 
\ *4— ‘i B t “4“ C zzz: o* AI Hh* 2 Bj ^ “4* C, zzz Oj 
on ohliendra enlre x et x^ TcNjiialion 

( 8 ) AC)(Bf-A.C,). 

Or A, B, G soul des polynomes en x du second degre. Si 
nous les ddierininous de telle soric epic B^—AC soil iden- 
liqiie a X, I’l^quation difrercniielle {^) se confondra avec la 
proposee (6), et Bi‘qualion (8) re|>r<^sentera la relation alg^- 
brique entre x et Xi f aprds suppression du facleur (x — x^y 
que nous metlrons loul k riieure en Evidence], 



Si 4 ssGoroR mrn* ciamvm vh. 

Oa pourra prendre pour B un poiynome arbitmire du 
second degr^, pour A un des des divisenrs quadratiques de 
B*—X.(iequelne sera d#lerinin 4 qii’lk un facteur couslant 

pr6s); et pour C \e quotient —j—* Cette solution com* 

porte en apparence qualre consiantes arbitraires ; mats il esi 
aisi de voir que I’^qtiation (8) ne d^pendra, en r^alii^, que 
d’lineseiile combinaison de ces consiantes. 

En effet, le poljiioine symetrique en 

Xj Xt sera de la forme 


2a,i(x*.r| 4“ .rxj) 

.r]) -h ^atiXXi-^ ^otio(x 4- ) •♦- aoo- 


Mais, de pins, pour jr, = a?, il se r<^duil identiqiiement i* 
B*— AC = X = “H...; 

d’ou les relations 

aj,=:<7o. aa,a-4-4a,i^6a2, a,o=“</4. 

Joignons^y celle-ci 




fji etant une nouvelle inconnue. Tons les eoefllclenls a 
pourront s’exprimer an moyen de ceile settle ind^lermin<5e, 
et Ton aura 


\C, 

2 


— 2p(X~ 


V d^signant le polyiioiiie 

{§) 2ni(^®.r|4-4rxJ) 

4- xj) -h /^afXXi-^ %a^{x 4- sTi) 4- 

La reJaiijaii entre x et sera done 

^ 10 ) ' [W^^ixix^xtYY^XXt 
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Oil 

. * 4F-(vr~^,)*V 4- 4fx*(jp — XiYzzo, 

S48. II reste a y meltre en ^\idence le facteur {x 
1*08005, ^ cet eflet, 

M z:: a^x^-+- 2 0,x 4- rtj, 

N rr 2a,,r-h 

I* z= 4- 4- 

el soieiit M^, N^, !*< les polyiioines analogues en Nous 
a tiro ns 

*1^ zzM x\^ 2 }i ^,-h Pzr: Mi.r^4- iNi.r 4-P», 

X z:M .ri*4-2N 4- P, 

\, zz M, rj4- 2 \, r, 4- Pi; 

(Pou 

(lV!.r;-h'^N.r,4 -P)(MiX* 4-2NiX 4-Pt) 

— (M.r*4- ii\.r 4-P)(M,j'j4-2N,^,4-Pi) 

{ z' — ,rj)[ 2(NM, — NjM)x.r, 

4- ( PM,— P, M) 4 .r,) 
4 -;>(PNi-P,N)J. 

Or Icscl^terminaiiisNM, —- N, M, PM, — P, M, PN, — P,N 
sonl tSvidemmeiil encore divisibles par x — Xi\ les rpiotienls 
peuvent se calculer sans difficiille, el la ielation enire x^Xt^ 
debarrassie du facieur ^‘tranger (x —prendra la forme 
definitive 

(tl) n — 4-—n, 

11 d^signant le polynome 

(la) IIr= 4(rto0s—aJ)x^xj 4 ' 4 (<Zo 03 —a,aj)(x 4- xOxXj 

4- (00^4*- ^5) X,)"' 4 8 ( 0,03 — a*)xx, 

(* 

4- rtja»)(x4-J^,) 4- 4(a,at —aj). 


5W. L’^quation («o), r^solwc par rapport 4 la constante p., 
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doanera celle relation sous la forme irrationoelle 


<i3) 


%{x—x,y 


Ilresie a fixer le double signc. Nous allons ^'labtir (^«e le 
signe 4- doit t^lre rejel^. 

Supposous, en efleu qiie x, :r,, parlaiU d^ioe m^me 
valeiir iniliale a, varient de manit'^re a conscrver une \aleur 
eonslaiile k la fonction 


F - ^ i H 

3 (./'—.r,■ 3 X 


les radicaux y X.< ayani d’ailteur^ la nu'iue delerininalion 
iniliales 
On aura 


i)l 

Oj 


dx 


()F 


fix^ —z o. 


Celle Equation sera applicable a Torigine, car cri t c [xfirU F 

el ses d<5riv^es parlielies soul finies. D’ailleui*' F esi ^vnie- 

, . cF 0 ¥ 

Irique enxel:r,; on aura done en ce poinl — = — ? ct, 
par stiile, — rfx,. L’equation dillercnliclle 

(ix ^ dxi 

donnerait, au coiitraire, dx = dx^. 

L’^qiialion diff^renlielle 

dx d /’i 


entraSne done ia stiivanie 


y/Xy/X; 
a(^ X|)* 


const.. 


oik ki radieaux y/X, y/Xi out la determination quo 

im$ Pkl^ilaiion diff^rentielle. 



rojrcTioNs eLUPTiQUEs. 617 

Polygones de Poncelct- — Soil C iine coniqiie; lf*s 
coordonri^es de ses points pourronl s'exprimer ration- 
nellemenl an inoyen crun parainrlre x. Soil C line seconds 
coniqne, donn^'e en coordonn^es langentielles. Les roorv 
donn^es de ses tangentes pourronlsVA|)rimcrralionnellejnent 
par uri aulre jiaramelre I, 

La condition pour qu’nn point x se Irouve sur une lan- 
genie t sera exprimee jiar une (‘(pialion aigebrique 

F( , /)-:=: o 

du second degre par iMpporl a cliai'une des \ariable», car 
ebaque tangente t coupe C en deux points et reciprofjueinent, 
de chaque point x, on |>eut inenei deux tangentes a C. 

Soil 

F( r, f)zz >\U -- (] r~ o, 


el posons IP— VC X; soienl x^,. x, les deux racines de 
eelte ^u(ualion;on aura, eoinme nousTavons vu, 


(»'i) 


_^ dr, 

\ 


Losons, comuie an iV’ oti, 


^ _^1 Ip' — j>'c 

f P // — j> c 


On pourra se servir. pour earaeleriser les points de l.» 
courbe C, du nouvel argument //. A chaque point corres¬ 
pondent, au\ p^riodes pres, deux\aleurs et — u — i^le 
cet argument. V ees deux argumeuls corres|)orulent deux 


valeiirs de^^galcs el conlraires el qui repr<5sentenl les deux 
dtHermiiialions du radical 4 /— • 

V 

Soient Mo I’un des arguments coiTes|>ondanls au point x®, 
Mf Fufi de ceux qui correspondent a x,; on pourra choisir 
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ee 4eraier de ielle sorie que I’^quaiioa (i4) i^duise ^ 

rfi#,, d’oCi 

c d^signaat une coaslante, 

Cek pose, par ua point dc la conique C inenons une 
taiigente C'; elle cotipera C en tin second point j?|, De 
ce point menons la seconde (angenle ti kO; elle coupera C 
en iin nouveau point diiquel nous mfenerons une 
nouvelle tangente et ainsi de suite. Cherchons k quelles 
conditions oe poljgone de tangenies se fermera au bout de n 
operations. 

it faulpour cela que le point Xn se corifonde aiec x®. Or 
les points adtnelleni respeclivemenl pour Tun 

de leur> arguments ellipliques c,..., Mo-f-/ic. Ce 

dernier doit se confondre a\ec Tun des deux arguments 
elliptiques Uq ou — i /®—i dii point x®. Nous devrons done 
a%otr 

II® -h /ir zr Uq -h pei iode 
ou 

i/fl ~h /ic — II®— i' 4- periode. 

La premiere relation sera satisfaite si c est un n‘^“*** de p^- 
riode. II est remarqualjle que celle condition ne d^pende pas 
du choix du point Xq. 

La seconde relation est salisfaite pour les quatre sjsltimes 
dc valeurs 


^v^nc 

^-(m,=r:0, I, mjrrro, l). 

Mais il est ais^ de voir que, si elle est reraplie, les taugentes 
ne formenl pas un veritable polygone, mais une ligiie poly- 
gonaie d^erile d’abord dans un sens^ puis dans Taulre. 

En effet, r<5galitd 

n® 4- nc =:— II® 4- periode, 

de }aqu«dle rdsnlte la coincidence des points x®, Xu pent 
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s*<5cr5re ainsi 

(n — A*)c =:— {//oH- Ac)— 4 - p4riode 

et moutre q«c coincide avec s„^a- La langenle 4 qui 
joint !es points Xk^ coincidera de mdme avec qni 

joint k Xn^k- 

Deux cas seronl a dislinguer suivant que n esl pair on 
impair. 

Soil /I = am. Les tangeiites et t,n co'mcideronl. Or 
ce bont les deux tangentes inenees a iV par le point x,u ; ce 
|>oint sera done sur C, el sera I’un des quatre points d’inler- 
section de C' et de C. 

Soil n = 2 m *4- I ; les [loinls x,n^ Xm^\ coVncidenl. Or ce 
sent les points d’inlerseciion de tm avec C. Done ^^testrune 
des <]ualrc tangentes conimiines a C et a C. 

riol. Cubiquesplanes. — Nous axons vu quecescourbes 
sont les transformees homographiques de la courbe parti- 
culierc 

Xrz j)//, > u, 

sur laquelle il sera commode de faire T^tiide de leurs pro- 
pricl^s projcclivcs. 

A cbaqtie point dc cetlc courbe correspond (aux periodes 
pres) uneseule valciir de u qui le caraclt'uise. 

Uiie courbe de degre n, 

F(X, ) ) =::o, 

coupe la propos<5e aux points donl les arguments sont les 
zeros dc la fonction elliplique 

Celle^ci n*a qu’un p(Me, « = o, d’ordre 3«: elle a done 
3n z^ros, dontia somme esl une periode* Cette retnarque est 
f^conde en consequences. 

Ainsi, pour que trois points W|, «« soient en ligne 
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droite, il faul que Ton ait 

Wj -4“ U% **+* //j o. 

Cette condition est d’ailleurs suffisanle, car la droite qtii 
jointles points 1/2 coupe la ciibique cn uii Iroisi^me potiil, 
qui ne pourra ^tre que U3. De inline, pour que six points 
f/2, soienl siirnne conique, il faul et il suffil qu on ail 

Wa-h.. .- 4 - «6:so. 

Le point de contact U d’uiie langente menee a la courbe 
par iin de scs points u sera fournl par Tequation 

ti ^ '2 V zn o, 

d’ou 

■ T 

mjWi-f- /WjOiJj (//?,:r=o, I, i). 

11 y a done qualre tauj'enle''. 

Soienl '^3 [>oinls de rencontre de 

la courbe avec deux droites arbitraires; joignons t/'j, 
W2wi' 1^3Ces droites renconlreront la cubique en trois 
nonveaux points ul <|ui seront en ligne droite. Ea 

elFet, des equations 

«, -r- lit -h ^3 ^ o, “H //J //j ^ o, 

Ml -4- (i\ 4*- 1^1 ^ o, ^,4- nJ 4- «j ^ o, Wj 4 - -h M 3 sts o, 

on d^duii 

M J 4- Mj 4- M3 zr o. 

La tangente eii un point d'inllexion u coupe la courbe en 
trois points confondus en u ; on aura done 

3 m o, 

d^oii 

2 Ml, (*), 4- 

M ZZ- - ---♦ 

mi, nti pouvant varier chacun de o a 2, Nous aurons dotic 
g points d’inflexion, que nous representerons commod^menl 
par la notation 

</=: (m, = o, i, 3 ,An»=o, J,3). 
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La iUohe qui joint deux points d’inflexion 
{m \ /wjj) passera ^videmmentpar le troisi^rne point d’inflexion 
(m'J mj), mj, m^^tant d< 5 finls par les relations 

fUi H- m\ -h ni\ =h: o. /?/j h- -4- o (mod 3). 

On oblient ainsi ja droiles 

(00) (01) {02 ), (»o) (11) (la), (20) (ai) (22), 

(00) (10) (20), (oi)( ii)(2i), (02) (12) (22), 

(00) (n )(22), (01 )( I2)(20), ( 02 ) (I0)(2J), 

(00) (12) (21), (J0)(22)(0l), (20) (02) (l I), 

formant <[ualre triangles, dont cbacmi contient tons les 
points d’inflexion. 

L’equalion dii rieuvienie de^re dont dependent les points 
d’inflexion se rtSonl par radicaiix; car les triangles dependent 
d’tine fV|ualioir dn qtmlrieme degre. L’un d'enx elant connu, 
ses coles dependront d'une e<piation du Iroisiemc degre. 
Ceiix-ei tron\es, leurs intersections a\ec la cubiqne d^pen- 
(Iroul de nouvellcs equations du Iroisieme degre. 

Les tangenles a la cuurbe inenees par les points d’inflexion 
(aulresque les tangeiites d’iiiflexion) lacouperont aux poinis 
dont rarguiuenl est un sixieme de ptuiode sans etie en 
ineiue temps uii tiers de ptM’iode. Les poinis, an aombre 
de 27, seronl ceux ou il exisle une conique nie degeneranl 
pas en une droile double) qui coupe la courbe en six points 
coincidents; etc. 

552 . On oblient des rt^sullats analogues pour les courbes 
gauebes, intersection <le deux surfaces du second degre. On 

graphiques de la courbe 

xz=rpa, / = Z=zpUi. 

Elies sont couples par une surface algc^brique d’ordre «, 
s) = o en iOt soiuine de Icurs 

arguments soil une p^riodc. 




mmnm rAitis. 
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INTEGRALES ABELIENNES. 


L — Surfaces de Riemann. 

553* Sail a une fonction alg^brique de z, defmie par une 
Equation irrediictible de degr4 n 

f{z, u)^o. 

Nous adfiieUron^ que la ctuirbe/= o ii’ait que des poiuls 
mtiUtples k tangentes s<?part^es. S^il en elail aulremenl, il 
nous faudrait op^rer sur Ics variables u une Iransformalion 
biraUonneUe lelle que la courbe transforni^e jouisse de cviie 
propri^*l^. 

Eu op^raul encore, s’il esl necessaire, une Iransforiuation 
homograplaique^ nous pourrons ^faire en sorte ; que la 
courbe /n'ail pas de point multiple k Tinfini; u" que Taxe 
des u ne soil paraliele ni aiix as\mptotes de ni aux Ian- 
gentes qiii passent par les poinls muliiples, niaux (angenies 
d^inflexioi). 

Le noiobre des points de / ou la tangente est paraliele 
aux u sera ^gal i la classe v de la courbe. Ces points seront 
des brancliements, oh deux valeurs de « devietineni ^gales. 
^tix poibls multiples, I'^quation en u a aussi des racines 
Agates; niais, en vertu des vertn des hjpoih&ses failes, 
ehacuiie <los branches de la fonction u restera ntonodromo 
ant ei^irCns de ces points* 

de chacun des v branchements, tracons une cou- 
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pttre s’itendaol jusqu’i riDfini^ et nc passant pas paries 
pDinis mutliples. Dans le plan ainsi coup^^ chacune des 
branches Uh de la fonclion u sera incnodrome; mais, 

si Ton traverse une coupurc, deux de ces branches, «/ et Uf( 
par exemple, seront permut^es enlre elles* Pour ex primer 
ceite |>ropri^t^, nous dirons qtie la coupiire en question a le 
caraclirc (ik). 

Soient L|, Lv les divergescoupures, (k'ritesdansI’ordre 
oil se succ^dent leurs points d’interseclion avec un cercle 
de rayon infini, decril dans le sens direct. La loi de permu¬ 
tation des branches c/i, ffn sera enli^rement definie 
lorsqu'on connattra le Tableau 

r (f| X‘, ) (ij A'j). . .(^v A'v) 


des caract^res de ces coupures. 

554* En changeant le trace des toupures {/ig* 5o), on 
pourra modifier ce Tableau. Soient, en eflel, L, L' deux 


Kig. w. 



co^ipures consecuiives; {ik), (i'k') leuts caracteres. Nous 
dirons quenous (aisons reculer la coupureL pariapporl a L' 
si nous lui donnons le nouveau irac^ Li marqu(i en pointing 
sur la figure 5o, La permutation entre les deux branches 
w*, qui se faisail le long de L, se irouve reporl^e le long 
de hi. Dans la r%ion du plan coup6 comprise entre ces deux 
lignes, les branches primitivcmeiit denomm<5es w/, t/*s’appel* 
leront maintenant «i, et les aiitres garderonl leur d4no- 
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tiiinaiion* Le caraclere de IJ restera done inait^rii si les 
couples d^indices (i, A"), (/', k*) sent identiques ou complex 
temeut diff<6rents; mais, s'ils ont un seal indice comiTiun 
le caraclere de L'^ qui ^lait pnmilivement (/A*'), se 
tioiwera change tn{kk'), 

Supposons, au contraire, qtie, laissant la coupiire L 
immobile, nous fassions ainncer iJ de manit^re k lui donner 
le nouveau trace Lj. Ou verra de la inline maniere que le 
caraclef*e de L restera inallere apres ce cbangeinenl si A, 

A' soul differents, on si /'=:A'= A. Mais s»i i el A' A, 
ce caract^re, primiii\ement egal ^ (/A'I, sera change en (AA ). 

Nous vojons done qu’en deplacant les coupures, nous 
pouxons intervertir I’ordre <le deu\ (aractercs eonseculifs> 
dij Tableau T, a la condition, s’ils out un indice romiruin, 
de le reraplacer dans Tun des deux earacteres I choisi a 
volonte) par celui qiti hii esl associe dans raiMre caractere. 

*>83. M. Liiroth a irioiitre que, par une suile d’operations 
de ce genre, on pent amener le Tableau T a une forme cano- 
nique tr6s simple. 

Parlageons les caracleres en deux classes, suivanl qu'ils 
contieimciU ou non Tindice i. 11 existera ncccssairemeal des 
caracteres de la premiere classe: car Tc^iialion/ == o etant 
irrcduclible, on doit pouxoir passer de la Inanclie //» aux 
autres branches (348). S’il existe aussi des caracU*res de la 
seconde classe, on pourra les faire passer en queue du Tableau 
en les permutarit avec les precedents; ceux-ci pourronl (Hre 
modifies, mais en reslant de premicTc classe. A|)res cetle 
premiere operation, on aura 

" Tz=F,T„ 

JPi etant un produit de caractfcres de premiere classe, T* un 
produit de caractferes de seconde classe. 

Si tousles caractf;resdu produit P| ne sont pas identiques. 
iJ^nUendra deux caracteres cons<Scutifsdifferents (i i) (i A), 
i|l#nt le produit pourra ^tre iransforme en (iA)(Ai). Nous 
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avoosi fait ainsi apparaitre un itouveau caraci^rc de stjconde 
clailse <|tta nous amenerons k la queue de P, pour le 
r^tinir 4 T», Nous pourrons ainsi reduJre successivement le 
nombre des faeteurs de Pi jusqu’a ce qii’ils soient lous egaux. 

Siipposons qu’on ait a ce momeni 

P,= (,2)>s T.=={r2)^T, 

el que n soil 2 . SI > 2 , on pourra le rtMuire de deux 
unites. En eflel, pour qti^on puisse passer de rune des 
branches u^^ a I’une des auires branches il faut 

que T| conlieone un caractere an inoins, lei que (23), ou 
<ig;ure I’indice 2 * \inenons-le en tele de T|; T comineucera 
par le produit (l 2 )^ (23), (ju’on petit transformer successi- 
vemenl dan& les siiivanls : 

(i2)>‘ *(»3)(i3), {i2)>-*(23) (i3P, 

(ia)).-’(i3)(i2)(.3), (i2)>. ’('3)*(23), 

(.a)'--»(23)(i2)(.3)(a3), (.a)*.-»(a3)«(i3)(23), 
(i2)'--='(a3)(i3)(23)», (i2)>‘-*(23}’. 

En rep^tantau besoin celte operalion, on amenera X, a ne 
pas surpasser a, 

Cela fait, opt5rons sur le produit T| comme nous I’avons 
fail sur T; on pourra le inetlre sous la forme 

T,^(23)>*T„ 

Ta ilanl nil jiroduit de caract^resoii nc figure plus rindice 2 , 
et ).t <5Urit au plusegal 4 2 (si /? — 1 > 2 ). Continuant ainsi, 
nous anrons iinalemenl 

* 

T --= (I a )*■ (23 )^... (n — I, « 

•••) ^tanl des enliers positifs, donl le dernier sen I 
pent surpasser a. • 

Ces entiers soot pairs; car si Xj, par exemple, ^lait 
impair, en decrivant un cercle de rayon inlini avec la d^ler- 
mination iniitale Wji on obtiendraii comme valetir finale «*. 

- II. 4« 
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L’iniini scrait done dil Wanchement, contraireineut ^ nos 
Jh-jpothdses. , . ■ 

On aura done 

^t=, * .rr a, — 2(;i ^ *4- % 

p d^signant le genre de h courbe/ (t. 1, n® 597)* 

556. Concevons, avec liietnann^ im sysl^me de n fewjillet;^ 
plans P|, ..., P« elendus sur le plan P des z] cliactin de ce^ 
feiiiUels, tel qne P^, ^tanl d^ailleurs roiip6 smvani celles des 
lignes Ijy dans le caracl^re desqiidlifes figure I'tri- 

dice 1 . , 

Unc quelconquc de ces lignes», L, ayanl pouf caractferc 
(iX), sera uiie i oupure pour les deux feiiillet!!> P,, P;^. fmagi- 
lions qii’on soude chaciin des bards de la coupure |>raHc|Ui^e 
sur P| avec le bord opposf de la coupure faile sur P^. Si 
nous op^rons de rn^riie pour cbactine des lignes l*i, .. , Ly? 
toutes ces soudures aiiront pourresullal dcr*Hinir nos n Icuil- 
lets en une surface unique S. 

A chaque point ( 5 , 1 /,) do la courbe f{z^ u)^o^ faisons 
correspondre sur S un point C ajant pour projecli<ui z el 
silti6 sur le feuillel 1^. Si le point [z^ Ut ) se displace sur/ 
d’tine inaniire continue, le point decrira sur S une ligue 
continue; car unc disconlimiit^ ne pourrail se pruduiie dans 
cette irajectoire que, si z traversanl une coupure, se irnu- 
vait change en unc autre branclie uh \ niais passe alors du 
feuillel P| sur le feuillel P* el, ces deux fcuillets i^lanl soodiJs 
le long de la coupure, ia continuity est maintenue. 

La variation simiiltanye des deux quanliiys z^ u (liecs par 
Pyqualion/ = 0 ) est done figuree sans ambiguity par le dy- 
plaeomenl de C sur la surface S; et si dyrrit un contour 
fenny, s ei u reprendront au retour leiir valeiir primitive* 

^ ^ La variable ^ytaut constamment fgale i s en valeur numy- 
fiqite, ficnis poiirrons l^appeler dorynavai%s ; comme elle ne 
jpareourt plus le plan simple, niais la surface de Iliemann, il 
aesufllnk plus, pourqu^elledycrtve un contour fenny, qu’elie 



k SSL valeiir primitive; fl feudra de plus cju’elle se 
iroiiVe a*i letbur siir le m^me feuiilet qii’au depart. 

Les ppints de la surface S correspondent uniform^?- 
iilent 0«|t cjcfes 4e la courbe /. 

En tlFti; consid^rnns d'abord un point (s^, Ug^)^ qui suit 
sfmple sur^ la courbe /, C’est Torigine d’un c\cle unique, 
ajatit pour (Equations 

(t) Z-~-Z0-ht^ 1 / = Ufti-h OCit-h OCst'-h. 

si la tangente n^eit pas parallile aux w, oti 

( 2 ) U //qi “h Of I / ~f™ 5?^/" H- . 

dans le cas conlraire. D'autre part, ce point correspond a un 
point unique de la siiiface S. 

ConsidiU'ons inainlenaiil un point multiple, ou se cioisenl 
p branches, lelles que Wi, II sera roriginc de u (‘j- 

cles de la forme (i), leprcscniant chaeun Tune de < es braii- 
diesaux environs du point multiple. D'autre pail il cones- 
pond a ;jL poinls de S, lespcclivemcnt silues sur les femllels 
P,, (|ui ne sonl pas soudcs entre eu\ en ce point. 

Eniin la courbe f ^ n < jcles dont Tonginc est a I’inlini, et 
<lont Ics Equations ont la foune 

/ > V * ^ 

(i) V «-j // rr ~ 1- 4 - . . 

Nous les regarderons comine correspondant a auiaut de 
poinls situcs k I’inlini sur la surface S. 

5o8. Une portion finie s de la surface S, born^e par un ou 
plusieurs conlours fennes, esl dite connexe^ s^il est possible 
de^^duuir deux quelconques de ses poinls par une ligne ton- 
iinue eniidremeiil silu^c sur s» 

Ea connexit^ sera sinipl(^j si toule iransversale ab Iracce a v 
rinl^rieur de 5 , eiitre deux points de sa fronti^*re (el de ma-^ 
ni^re a ne pas se couper cUe-m^me), partage s en deux 
regions dislinctes, de telle sorie que, pour passer de I une k 
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51 faille ttiicessairei»e»i «oriir de s m traverser 
EOe sera double^ si, en eoupani s par utte transversale ti 
eoiiveitablemefit choisie, laitouveHe surface ainsi obienue 
est siruplemeni conne^xe. G^n^ralement, die sera d^ordre N, 
si une coupiire, faile sinvant tine Irausversale conveoable ii, 
iratisforme $ en uue surface de connexit^ N — i • 

D’apr^s ceite definition, si s est connexe d’ordre N, on 
poiirra ia transformer en une surface simplement coiinexe, 
eii la coupant successivemeni par N — i transversales, dont 
chacune ait ses exlrdniUs, soil siir la fronlid'e de soil sur 
line des transversales prdc^dentes, inais ii^ait aucun aulre 
point con»mun avec ces lignes, el ne se coupe pas elle- 
in^ine* 

5o9. Le^ime. — Les deux regions x,, dans lesqaelles 
une surface simplement connexe s est partagee par une 
transversale aby sont elles^m^ntes simplement connexes. 

Coupons, en elFel, par tine transversale cd ; Irois cas 
pen vent se presenter: 

I® Si c et d sont sur la fronti^re cfe s^ cd sera une lran>- 
versaie sur 5 , qu’elle pariagera en deux regions s(5par^es. On 
ne pourra done passer d’un c 6 le ^ l^aulre de ceile ligne, en 
reslant sur s, el, u fortiori^ en restant sur 54 , sans ta tra¬ 
verser ; 

Si € est sur ia fronlit^re de s, et d sur la premi£:re trans- 
vefsaie ab^ la ligne cdb sera une iransversale de s. Pour 
passer d^un cdte a I’autre de erf, il faiidra done n^cessaire- 
ment, dii sortir de 5 , et par suite de , oti traverser cdb* Mais, 
en Iraversent rfi, qui fail partie de la fronlifere de S|, on spr- 
tirait de Pout passer d'un c6l^ a Faiitre de erf, il faudra 
done ndcei^sairement ti^averser cetie ligne, 011 sorlir de s*. 

3^ $i did sont ious deux sur ia ligne mdb sera utie 
^laniVWSiAe surx. Pour passer d’un c6ti5 a I’autre de erf, il 
fauidfli on sortir de ir, et par suite de , on traverser aedb^ 
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Or, eti trav^rsant ac ou db, on sorlirail de Si. II fandra done, 
on sortir de ou traverser erf. 

560. Th^:oiieme. — Coupons une surface .v, de con* 
nexite N, par \k transi^ersaies successipcs; soient 5 |, 
les r^fi^ihns disiinctes en lesquelles elle se troupe parta* 
gieI N,, N,„ tears connexitis respectives. Nous aurons 

la relation 

m 

(1) ^(N,— 2 )-^-fi = N —2. 

1 

On pent, en diet, en coupanlla surface par — i irans- 
versales convenablement choisies, la changer en une surface 
0-/ simplement coniiexe. Operant de meme sur chacune des 
surfaces s, . . . , Smj on voit que, par un sysLfeme de 

m 

}ji-h — 0 *^ransversales siicces»sives 0,, 62, . . . , on a 

decompose s en regions simplement coimcxes <T2» • • • 

On pent, d’aulre p^rl, tracer sur s un second sysleme de 
N —I iransversales iransforme en une sur¬ 

face O' simplement connexe. 

Une surface simplement 'connexe reslant tnidemment 
telle, si I’on deplace infinimenl pen une portion de sa fron- 
tieVe, nous pourroiis, en modilianl l^gereineul, s’il j a lieu, 
le trac^ des deux sjsl^mes de Iransversales, faiie en sorte 
qu’ils ne se coupent qu’eii un nombre lini de points. Soil 0 le 
nombredeces points. 11 $ parlagent les Iransversales 61, ••• 

m 

du premier sysleme en —i)-+-B iron^'ons el 

I 

celle du second sysl^ine .. . en N — i 5 Ironrons. 

Cela pos4, cherchons en combien de regions disiinctes s 
sera parlag^ par I’enscmble des lignes , 6|, ... 

Tra9ons d’abord les lignes t,, ; nons oblieudrons une 

seule r^^gion simplement connexe <j, Tra^ons mainlenanlsnc- 
cessivement les divers tron^ons de 8|, puis cenx de 9*, ...; 
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ch«cun d’eux sera une transversale pour une des regions prd- 
existanles, qn’il parlagera en deux. Le nombre final des 
regions sera done 

m 

I ^ 4 .. ^(IV^— I) 4“ 5. 


Stipposons, au conlraire, qu’on ait commence par tracer les 
Itgnes 6a) Nousauronsace nioiiient m regions simple- 
menl connexes or,, < 7 ^,. Tra^ons successivemeni les divers 
Iron^ons de tt , puis ceiix de Chaciin d'eiix parlageaiU 

eu deux parlies une des ivgions pr^exislanles, le nomhie 
final des regions sera 

/?! 4 - N — 14 - 6 . 

En ^gaiant cetle expression a la preredenle, on oblient la 
formule (4)* 

561- Deuxeas parlieiiliers de celle formule ineriienl d’etre 
signaies: 

I" Si m =: i, elle sc r^duil a 

Donc^e/i coupant une surface s par [ji iransversales 5uc- 
cesswes quelconques qui ne la partagent pas en regions 
sipariesj on rMuit de u son ordre de connexiti* 

Si| en outre, N» =: i, il \ ieni u = N — (. 

Done, le nombre des iran$vu>rsales nicessoires pour 
rendre $ simplemenf connexe esi ind^pendant da trad 
de ces transeersales, 

$i Nm sent tous ^gatix i runiie, la formale se 

rt^diiii & 

(5) jx —m=:N -2 

it foitrnira »i Ton connati }a cl m. 
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562. Supposons : 

I*’ Que la surface s soil bornee par \ contours fermis 
dhtincts A*, ..., A>.; 

Qu^on puisse, sans detruire sa connexite^ la couper 
suimnt p contours ferm^.s C|, qui ne se tracer- 

sent pas mutuellement; 

3*^ Que Vadjonction d\in nouveau contour r/uelconque 
ne traversant pas les precedents detruise la con- 
nexile, 

Uordre de connexite de s sera \ -f- p. 

Soil, en efi'et. s^ la surface obtenue en <'Oupant s suivaril 
C;,. Elle est encore connexe, Soient done yi iin 
de C| ; y'^, y^ deux points infinimenl voisins de y,, 
silufis de part el d^aulre de C|. On pourra les reunir parune 
lij;;rie A, Irac^e sur s\ Lorsque y'^, y'^ \lendront se confondre 
avec y«, A deviendra un conlour ferine D|, qui traverse C| 
en un seui [)oinl y^. 

Coupons 5 ' siiivanlD|. La noiivelle surface s\ aiiisi ob- 
lenue sera encore connexe, car on pent passer (run cdt6 a 
I’aulre de D| en suivant le conlour C,. On pourra de m^me 
tracer sur s\ un conlour ferine D^, travcrsanl C, en un seul 
point y.j; el en coupant s\ suivant D^, on obtiendra une sur¬ 
face counexe Conlinuanl ainsi, on arrivera a une surface 
connexe s*' oblenne en coupant s suivant ICvS 2 /? contours 
C,, D, ; Ca, O 2 ; ; (Ip, Dp, Cetic nouvelle surface sera li- 

mit(^e par 4 -/> contours ferines, a savoir: 

Les X contours A«, ..Ax ; 

Les p contours R, ==(^1 D| C;* 1);*,= 
oblenus respect!vement en suivant : i** Tun des bords de la 
coupure C| j 2 ® I’lmdes bords de la coupure D/; puis, dans 
le sens inverse, 3 * le second bord de C|; 4 ” second bord 
de D,. 

Nous doniions le nom de retrosections a ces contours 

Ri, #.., Rp. 
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SdS, Soil matntoiiaiil to tin potoi quelconqne de / ; joi- 
foona-le: 

I® A«x contours Ai, A>par des lignes »^x; 

points y;,pardcs tignes OJljp, 

Si nous coupons s’' siiivantles Itgnes **m 

nous obueudrons one surface borinle par un sent con¬ 
tour fenn^Qqwi r^siille de la succession des laeets Ai 4^7* 

*,. . , , Celle surface sera encore cotinexe, car on 
peui passer d’uii bord k Taulre d’line des sections ou 31 L| 
eii suivant le coniour A/ ou R|. 

D'ailieurs s'" sera simpiemeiit conuexe. Supposons, en 
effel^ qu^on put ta couper par nor lraiisvei»ale ot sans d 6 - 
truire sa connexit^, Soicnt pun point de la iransversale; 
p\ P*" deux points infinitnenl voisins de p siun^s de pari et 
d*anlre de Ss; on pourrail les joindre par une ligne T situ/^e 
sur 5'", Lorsque p^ p^ se confondronl a\ec p, F deviendra un 
coniour ferm^ C;,4.i, lequel ne coupe pas C,, .. ., Cp* II de- 
vraitdonc, d’apres riiypoth^se, parlager r'" en deux regions 
dislincies, ce qui iFesl pas, car on pent pa>ser d'un bord k 
Faiilre de la Hgne en snivant la Jigne po, puis la por¬ 
tion de Q comprise eiilrc les points 0 el e, ct enfin la ligne ep. 


% 

S 6 i. Cela pos^, pour passer de la surface s 4 la surface 
simplement counexo s'", il siiffil d’y tracer les ). + 2 /) — 1 
traosversales successives 



D., 


cW^C^DIL;', 

D,. 


Dooe I’ordre de connexil^ de s csi bien X 2 /». 

Nous d^si|neron 8 sous le noin de syst^me canonique le 
partfcoUer de Iransversales ( 6 )anquel nous venous 
d’awvor. 


§0S» |io«is diroHS que deux Hgnes A, A', trac^es entre deux 
points O et 4 de la surface s, soni ^gmvaientes si Ton peot 
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p««ser de Vum ft Taiilr^ par one d^formaiion continue (sans 
soriir de s). 

La ligne esl ^videmnient <5qiiivalenie ft la succession du 
conlotir ferm^ A'A^* el de la ligne A. Elle sera done equiva- 
lenie ft A, si le contour A^A~* pent se r^duire ft uii simple 
point par wne deformation continue, auquel cas nous dirons 
que ce contour est ^quwalent a zero, 

566. THfeoaiME. — Tout contour fernie T trace sur une 
surface s A connexiti simple est equivalent A zero, 

En effet, coupons la surface par une Iransversale t\ elle 
la parlage en deux regions dislincles, Si el s^. Nous aliens 
monlrer que ce (Ii^or^nne est \rai pour sll Test pour Si et 
pour $ 2 * 

Nous pouvons admeltre que F ne traverse i quVii uu 
nornbre finl de points, car nous pourrions an besoiri subsli- 
luer ft r un contour poKgonal intinimenl voisin, el prendre 
aussi une transversale polygonale. 

Soient a, P '^0 deux points d’inlersection con»ecii- 


Fig. >1. 



tils de r avec I. Le contour F = ma/ifim equivaut tSxidem- 
ment ft et, coinine la portion a/*^, fia, 

enliftrement situde sur est dquivalenle ft z(^ro, C equivaut 
ft Dans ce nouveau contour, le noinbre des points 

d^inierseclion avec t est r^duit de deux unites. 

Par une suite ,de reductions de ce genre, on pent ramener 



SE€OK&« PAftm 


CHiMPlTMB Vtll. 


634 

le Mombrc des intersecli<>ii» k ^Ire <;a. Mais on n© pool 
passer de la region k la region Sa, ou r^ciproquemenl (en 
restantsur s) sans traverser Le nombre des inlersecitons 
doti done ^tre pair pour que le contour se ferme. ll sera 
done mil, et le contour consid^r^, ^tant enti^remenl silu^ 
dans la region sera Equivalent a zEro* 

Nous pouvons subdiviser de mEme chactine des regions 
Sty par une nouveUe iransversale, et ainsi de suite, et ra* 
mener ainsi la dEmonstration dii thEorEmc au cas d’une re¬ 
gion infinimeiit petite, pour iaquelle il devient Evident. 

567, Th^oreme. —^ Toat contour ferme trad sur une 
surface s, de connexite N, & partir dCun de se$ points O, 
iquicaut d une combinaison de ^ — i contours determi- 
nis Ti, decrils successhementy une ou pUisieurs 

fois chacuny dans un sens ou dans CaiUre. 

Tra^ons, en effet, sur $ une iransversale qui la trans- 
forme en une surface Si, N — i fois connexe. 

Soient 6', b" deux points sitiiEs en regard Tun de Faulre 
sur les deux bords de la coiipure t. On pourra les joindre 
au point O par des lignes tracEes sur .s,. La rEunion de ces 

Kig. fri. 





deii* figures conslituera un contour T* = 06cO 5a) 
tfCacE sur $ ei traversant t en un soul point 6^ = // = 6. 





m 

SoU C=fOrfeO im autre contour ferme pariant de O. 
Siipp 050 n<» qu’il traverse la ligne t en m points. Soit d le 
premier de ccs points d’intersection. Le contour C ^quivaul 
^videmmeni au suivant 

Od.dh.bO,Ob,bcO.Och.bd.deO. 

lequel est la couibinaison de irois contours siiccessifs: le 
premier, OdbO^ ne traverse pas ^; le second, 06c0, n’est 
autre que T^i el le troisieme O cbdr O =^CJ nc traverse 
plus t quVn m — i points, car il a ccs^c tie la traverser au 
point d. 

Nous avons suppose, dans la (igure precedente, que la ligne 
C = OrfeO franchissail la transversale de f;auche a droile, 
comrne la ligne O br. Si elle la franchissail dansle sens con- 
traire, comrnc dans la figure od, C, scrait equivalent a 

OdbciUdfObdeO. 

Ce nouveau contour se compose de trois contours partiels: 
le premier, OdbcO^CJ^ nc traverse plus t; le second, 

Kig. j3. 



OcfrO, n’e&l autre que ; le dernier, O bdeO^ ne coupe 
plus la transversale qtFeii rn —i points. 

On verra de m^inc que G t^quivaut a la succession de trois 
contours, le premier ne iraversanl plus t ; le second ^taul r< 
ou et le troisieme ne traversant plus / qiFen m — a 

points. 



$l§ ntTit, — till, 

0€^Qe| ea demiire analjrse^ C ^ifaivaudra k ime combiaai* 
aon dm coatotirs Ti et Fj* avec d^aaltes contours, iesqtiels, 
ne tratersani f^lus seroni situ^s sur jr|. 

568. Coupons par une seconde transversaic qiii ta 
Iransforme cn une surface 5 ^ de conneiil^ N — a. On poiirra 
de Illume tracer sur s^y k partir du point O, un contour 
ferm^ r^, qui ne traverse i, qu’en un seul point; el Ton 
monlrera que lout contour trac^ sur ^quivaut k une com- 
binaison des contours Fa cl F^* a\ec des contours traces 
stir S 3 . 

On poursuivra celle reduction jusqa’a ce qu’on arrive k 
line surface simplcment connexe %_,. Les contours traces 
surcelle-ci ^tant ^quivaleiits a *^ro, on voit (inafement que 
lout contour C trace sur s se r^diiii it une coinliinaison des 
contours 

Ft. F,*, Fjii^t, 

F^ d^signant un contour qui traverse en un seal point la 
transversate sans traverser les pr^cc^dentes. 

569. Sojenl (fig, 54): 

A|, . . . , A> les contours fermes qui limilent .s : 

Fig. 54. 



les rfiiroseciions 

Toll p^ot tracer sur eette surface; 





6^7 

yi poiai d’loicmclion de C/ el de D|; 
ca tin point arbiiraire de s ; 

4 ^i tine ligne joignaut <a ^ A/; 
une ligne le joignaiu k y,. 

Nous avons vtt (564) qu’oti peut adopter comiue sysieme 
cationtque de transversales le suivant: 

C.VCsi C*i -- C>- 1>M ... 

Joignons le jioini O aux contours A|, A^, .... Vx par des 
lignes 1 ^ 1 ,, , . , Lx- De interne joignons-le aux poiiHs y,, . ,. ^ 
y^ par des lignes M|,..., tracers de telle sorle qiraiix 
environs du point y^ la ligne M, se trouve dans celui des 
qualre angles forim^s par et D, qiii est o|)pos^ a celui qui 
conlienl »irc|. 

Considerons le sysl^me des laceis 

(7) .... .. . 

L’un de ces lacets, le pieinier, par excinple, ecpiivaul a 
line combinaison des anlres, Mais ces dernieris sont indepen- 
danls el poiirroiil etre pris pour Tu l\_,. 

Eri eflel, le contour LjA-^Lj* coupe unc seule des trans- 
versales, i savoir 4 ^,* et cela en un seul point ; si /> 2 , 
L<AfL 7 * coupe la seule transversale en un sent point, 
coupe la seule transversale ;> 1 l,C,drc 7 * en un seul 
poinlyi; eufin M 1 G/M 7 * ne coupequ’unc seule transversaleD, 
an seul point y,. 

570* Cherchons a determiner le iioinbre p des r^lrosec- 
lions qiie I’on peut tracer stir la surface S de Rieuiann, con- 
sid^rie dans louie son ^lendue (on plus gen^ralement sur la 
surface S' obtenue en excliiant de S les portions inl^rieures a 
des contours fermes infiniment peliis A^, — Aj^ traces au- 
tour de quelques-titis de scs points ofi, .... cn nombre 
limits. 

La Surface S' s’^tendant jusqu’tt rinlini, il conviendra, 
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poiirtui applique#ies Ui^orfcmes pr^c^denis, dVa exclare les 
poitiis ^rinfini, en* coastd^ranl seulement la portion de 
cette surface silu^e dans rinl^ricur d’un cjlindre droit a^ant 
potir base iin cercle C de rayon infini irac^ siir Ic plan des 5. 

L'inUfii 4tant un point ordinaire pour la courbe/, ohacutie 
des n raciiies de l’(iquatiou /(v, «)=: o revient & sa valeur 
iciiiiale lorsque z d^cril le cercle C. L’lntersection de 
avec le cylindre se compose done de n circiiil s ferm^s distiricts, 
A|t 4 .i, qui conshltient avec Ai, , , . , A^it la fron* 

tifere de s\ 

Le nombre p sera donn^ (562) par la formule 

/I -f- pi -4- 3/? rrz N, 

N designanl I’ordre de connexit^ de /. 

Pour determiner ce dernier nombre, nous reinarqiierons 
qne la surface / a et^ oblenue en soudani ensemble, siiivant 
les coiipures primitives, L|,. *., Ly les feiiillets plans 
Pfl. Le long de chacune de ces lignes, telle (|ue 1^,, nous a\ons 
fait deux soudures el cr', dont la reunion conslilue une 
transversale <F^ * ay ant ses extreniit^s siir la frontiere de 
En coupant s' suivanl ces v Iransveisales, de maniere a 
d^truire les liaisons <^tablies, nous serons reveiiu au sysU'une 
primtltf de n feuillels. Joignons encore par une transversale 
ehacun des contours A*,..., au circuit qui limile le 
lettiilet plan stir lequel il est siiue. (^Iiaqne feuillel deviendra 
siinpleiiienl connexe. 

La surface s ^tant ainsi d^composec jiar v -f P- transver- 
sales en n regions siraplemenl connexes, on aura, (PapH’^s la 
fortmde (5), 

> -h [J, — n c:z: S — 'i, 

ct par suite 

« -+■ 2/J rrz y — /I -4- a, 

V 

pz=: -/i-hl* 


5|JLe nombre/? ainsi obtenu n^est autre cliose que le genre 
I la € 0 «rbe/(t. 1, 597). 
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IL Intigrales ab^liennes. Periodicity. 

571. Aux environs d’un poini a = ( 2 ?o, ) dc la surface 

(le Riemaiin, el u peuvent ^tre cieveloppes (557) suivant 
les puissances entiftres el croissanies d’lin parametre t (ej^al 
a z — 5© dans le cas general, a ~~ Zq aiix points ou la laii'- 
genie esl parallele h Taxedes //, a \ poiirles points a Finfini). 

Soil F line fonction analylique de z ; nous dirons qiie le 
point a esl ordinaire pour celle fonction, si au\ en\irons de 
ce point, elle esl developpalde en une serie de puissances 
enlieres el positi\es de t, 

Ce sera uii ptUe^ si le developpeinent, procedanl loujours 
suivant les puissances emigres el croissanies, commence par 
des imissances negatives. 

O sera un point critique logarithmique^ si le develop- 
peincnt conlienl en outre un lerine de la forme C log t* 

Nous dirons encore (juc la fonction I'esl monodrome ilans 
une portion a' de la surface de Hieinann, si, lors(jiie la 
variable z varie aibilraireuienl sans sorlir de 5, F reprend 
loujours la inline valeur lorsque z revieni au inline point ; 
qii’elle esl synectique^ si elle e^^t mouodrome el sans point 
critique. 

Enlin, si F esl raonodromc sur loute la surface S, nous 
dirons qu’elle est uniforme sur cetle siirlace. 

572. THtOREvtK. — Soient s une region de la surface de 
Hiemann, finie et d connexion simple; F = F -f- Q/ une 
fonction de z qui n acquiere pa^de point critique^ lorsque 
z se meat arbilrairement sur s. 

F* Les fonctions ¥ et f ¥ dz seront synecAiques dans la 
region s. 

a** Vintegrate F dz prise suicant le contour qui limite 
$ sera nulk\ 
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3*^ Viniigr^le P rfQ, prise suimnt ce mime eenieur 

(suppose dicrit dans un sens tel qu^on ait la rigian s d 
sa gauche)^ a une mleur posUioe (d mains qne F m $e 
ridmise d une eonsiante^ uuqaet cas elle s"am^u^e evident^ 
meat). \ 

Coupons s par une lransver»a1e arbiiraire; elle la d^com- 
posem endeux regions St^s^. Et Ic ih^orfeine sera vrai pour^^ 

s'il Test pour el Sa? iiU^grales F rfs, ^ PdfQ, prises 

siir le coniour de s, sont ^videmment ^gales k la soiiime des 
4til%rates analogues prises sur le contour de et sur celui 
de Sjty les int^grales suivanl les iransversales sc dtHruisanL 
Stibdivisons par de aouvelles iransversales; la 

demonstration sera rameiiee au cas dNin ^l^rneiH de suif«u*c 
inltniment petit a*. Or, dans un seinbtable ^'knnent, F esl 
re|iresenl^» par une serie de puissances 

F — Co Cl / 4 - c, -i-- 


On aura, d’autre part, Miivant qiie la (angenle an point 
(^fl, «*) qui correspond a /=o esl paralldle on non a I’axe 
de^ /I, 

Z zz: 50*+-/^ <>U 4# -f- 

d’ou 


dz rz.'ll di ou dz zzz (it. 


DoncFet J F ds sout des foiictions sjnecli(|aes dans cet 
eliiment. 

La premiere parlie du th^oreroe esl done ^labile; el la 
seeofide eo est tine consequence itnmedtaie. 


^3. F0ar ^iabiir la iroisidme, nous reiiiarquerons que, 
Jorsqiieidicrit s demant^*re a latsser son int^rieiirdi gauche, 

I dii^crtl tqtoiir de rorigine des coordonn^es, dans le sens 
direci, iin contour fermd inOnitneut petit t, qui tie se traferse 
|ia» liii**wiibe* Un semblable contour esl la limite d’nti cen^ j, 
(enr |io^||0iiat de m^me sorte* Celui^ei pent liii^in^me life 
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con^tne !a Hinite d’tin contour fcrm^. de inline 
nyiirUcnchaqtie point tine langente doni la direction 
variC d’liiie maiiifere continue, et ne coupant une parall^sle 
aux axes qu^en un nontbre fini de points. 

Tom revient done k (l«fmonli*er ia propoiition pour un 
contour x de cellc dernii^re ^orte. 

Prenons pour variable indrpendame la (luanlile com|)le\e 


On aura 


ePou 


/ — .r 4- 0. 


rii) 



4- 


Oy 


d \. 






<ix H~ 1 



dy. 


Maiscette inlegrair cur\ iligne egale ( lO'i) a Tinlegrale 
double suivaute, pn>e dans rintt^Mieur de t, 


//(i 




Oy 0 


-im 




()) Or) 


da. 


Mal-» P-h(^/ elanl une fonction de la variable com|»le\e 
on a 

0 ) ^ Or Or Or 


L’lntt^grale donlde <le\ieni aui'^i 


cl lOHS »es 41 <iiif»enls soul positif», a moius qii’ot* n’ail idenli- 
qtiemciU 


dP _ dP . 

(fj- ~ Oy ” 

auquel cas P, Q ei eofin 
Untes. 


d’ofi 


dQ_^ 

Ox ih 


F = P -}- Qt se r^diiiioiil a ties cons- 


J. — It. 


4' 
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<^74. Soil F =»P4-Q« «»€ fonctioii qui a’admeite ^ur 
Burface de Rtemaoii qw’im nombre fini de points critiques.. 
e»,, a^. Prenons arbitrairemenl iin point O s«r cclle 

surface et joignons-le par des tacets: aiix p r^irosections; 

aux points a^j 3'' aux n circuits a rinfini. Cou¬ 

pons S suivanl ces lacels ; le contour ainsi forme delimit era 
une surface finie s', a connexion simple, sur laquelle F n'a 
pas de point critique. 

Si done nous d^signons par K I’ensemble des lacels des 
r^lroseclions, par _ atiires lacels, nous aiirons 



et si F ne se rt^diiil pas ^ une conslanle, 

(2) fvdij f r> o. 


575. Si la fonclion F ii'a pas de |)oint €rili(|ue (m^mo a 
I’infifii) sur la surface de Kieinann, riuegalile ( 2 ) se n'»duira 
a 

(3) fPfiQ>o. 

En effet, on ii’a^ dans ce cas, d’aulres lacels .V que ceiix 
qui sont relatifs aux circuits. Or ceux*-ci nc dounent que des 
ifiti^grales iofioiiucnt j>etites. 

Soil, cii eflel, X 4 = Aa ceiui qui est relatif an 
circuit Aa. Les intt^grales suivant La el La* d^truisent. 
Po«r/!valuer I’inlegrale suivanl Aa, posons 

_I _ I 

^ ^ I p(cO'^o -h i sin 9) 

et prenons f pour variable ind^pendanle; I’inltSgrale devien- 
dra 
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V 

Mais, mt le circuit A^, F adinet par liypothijse am d^ve- 
Ii^ppement de la forme 

F r=:Co4“Ci^-+-C|/*-+-. . .. 

On aura done, en dc^signaiit par /•, le module et par 
rargiiment de c/, 

y -zi. roCosaoH- ripcoh{<p -h ai) 

Q rr /'o .^in a„ '’i P J>iu ( 9 4" . 

Si p lend vers zero, P lendra \er» une liinite linie, et 
<|iii conlient p en I'acleiir, tendra \ers zero. L’integrale 
e^t (lone infinlment pciile. 


TinU)Hr\ff:, — l^rie fonrtion F, synectiqne sur 
lonte la surface de liietnanu, se veduit a unc conslante. 

La fonclioii F n’ayanl pas dc |>oiut erilupie, ii faudrail, 
pour <|u’ellc no fdi [>as consiante, (|ue Tinlegrale 

/* fii ) 

I I' 


/ 


ful positive. Mais ello est (ividernment mille. 
Soil, en etlel 5o ), 


I’un des lacets donl K esl compose, Les inlegrales suivani 
Ma et M^*, ajanl leiirs Elements egaux et conlraires, se 


d^truironl. Deni^nie pour 


les inl^grales fell ? / et f . 


577, Discttlons d’une manitVe analogue l*%alite (i). 

L’un quelconque des lacets Aa esl de la forme 

Ax :rr La> Ax Lx* ' 

A/tdiBignmij soil un conlour infinirnent petit dt^cril dans le 



ssiaMiOT — mrmiB Ttii. 


sens jpdtrogifade autour de I’un des points soil ua 

otfcuit, ddcrit dsns ie sens direct, et isolant I’lm des n 


Fig. 55, 



points ci^^n situ^s a riiifini stir la surface de 

Riemann, 

Nous avotjs VII qlie, aux environs dii poiiil if*), 

^ el 1 /soot exprimables aii inoven <run paratnfctre ^(egal, 

suivani Ie cas, a z — 5^, mi a i/r — ou enfin a-si est 

s 

^riiiOni). Lorsqiie ^d^^cril V*, i d^erira, dans le sens riJtro- 
grade, un oontour infinimcnt petit, ta, autonr dii point 
^ = o. On liiira done 

f Fd!=f ritdt. 

A, J„ <“ 

Si) aux environs de t = o, est d^veloppable sitivanl 
lea piitssaftces emigres non udgatives el croissantes de f, 

St F ^ admet un ddveioppement suivant tea puissances 
emigres et ereissantes de t mais comineneant par des terines 
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& exposanis n^gatifs 

«Ar«i 

rifil^grale sera ^gale k — si-nr/aAi. 

Dans run ei Tautre cas, F reprenant sa valeur initiale 

lorsqne 5 d^crit !e contour Aa, \es deux inl^gralesy^ F dz 
el / F rfs $e d^lrttironi. 

di'-t 

Nous oblenons done Ic resulial suivanl : 

On a 

( 4 ) rprfs-^vr 

la sommation s'appliquant •ieAilement anx lacels Xa 
decfits aulonrdes points id dntance finie ou d I'infini) 

qui sont critiques pour Vejpics<iion F 

Si run de ces points Uk rsl an p6le pour F soil aA, 

le residu correspondant. l/in(eprale suivant le lacet 
ndaiif d ce point seta — 

578. Chercbons rexpression gcn^rale, dei» fonclions F 
uniformed sur la surface de llieniann el n’ajaiU pour points 
critiques que des pfdes. 

line seinbfable fonciion F, t^aui developpable aux eu\i- 

rons de chaque point e/o>snivaul les puissances enlit’^res 

el croissantes d^ine variable / egale k z — z^y oii a \/z — Z(^y 

ou5^t n’aura que des points critiques alg^briques par 
z 

rapport d la variable s. 

\ chaque valeur <le 3 correspondent n points a,, ..., de 
la surface deRieraaun, el 4 chactin d’enxa* des valeurs d^ter- 
mio^es F/, u, des fonclions F el «. La soinine 

ob m e»l im enlier quelconqne, sera tine fonciion iiniforme 
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ie s. I'f ajani qae 4es points critiques alg^bt'iqiies^ die sera 
raiionneile en z. 

Posons mvsstOy i, n —i, el des Equations ainsi 
obteoiies, tironsla valeurdeFi. Nousoblieudromuii r^sultat 
de la forme 

*'•=-j5- 


Le determinant D est le produit des dilfercnces «<— 
el ses ininetirs At,.. , sont divisibles par celles dc ces 
difl'drences ou ne figure pas. On aura done, a[)rds 
suppression de ccs facleiirs comirmns, 

B j 4^1 Hh * *,Hrt 

(tt,«„)' 

Le d^nomitialeiir est egal, k tin facteur constant pre^s. a la 
valenr de^pour u = M|. D’autre part, les B, etanl des 
fonciions syiii^iriqties entiAres des nicines de r^quation 
=0, sont des pofynomes entiers en z el W|; et s'ils 

‘ conlenaient des puissances de /i| sup^rieurcs n — i, on 
pourrait les ^liminer au moyen de I’equalion /(5, w,) = o. 
On aura done, en rempla^ant f/| par n dans Tidenlit^ prec^- 
dente, iinc expression de la forme 

IT_C|#i-h.. .H- 

-2- 

(hi 


C,, danldes j>oKnon[ieseiiliersefiz,i/,dedegri/i — * 

au plus par rapport k ti, oti eiiiin, en d^signani par A le d^no* 
uitoateHr fsommuci des fonciions 4i|, 


(5) 



F:=^ 


*4“ E| I# . -4“ lt?#« - f 



A ^tani des fmtynomes en s. 
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Cette expression est tine fraction rationnelle en z, u. 
ll^ciproquemenl, loule fraction rationnelle en z, u, etant 
^videmment de I’especc consid«5r4e, pourra se mellre sous la 
forme prec^denle. 


.')79. On doiinc le nom (Yintt'grales aOt'lieiines au\ iiUc- 
grales de la forme 

1=/ p*. 


ou K (lenigne iiiie fonclion rationnelle en z, u. On aclievera 
lie |>reciser celte inlegrale en Tixanl \aleur initiale en un 
pnifU O, choisi a volonte sur la surface de Hiemann^ pour 
servir d’origine a la variation de^. 

Cherelions le SYsl^uiie des\aleurs diverges (|ue peul prendre 
eelle fonclioii en un point <i de la surface, lorsqu’on fail 
\arier le Irajel suivi par pour passer de O a (i. 

Nous a\oris vu (jue tousles eheinins possibles se rainenenl 
a Tun dVnlre eu\, precede d'une combinaison : 

I*' i)c lacets MaDaMa’ joignant le point O 

aux deux contours Ca, Da (jni fonnenl cha(|ue retrosectioil: 

De lacels .I a=DaVaLa* jnignant ce meme point aux 
poles de F el aux n circuits <i riidini. 


l^es diverses valeurs dc I'iulf^giMle an point a dillereronl 
done les uiies des aulres d'une soinine <le multiples enlJers 
positifs ou iiegalifs des inlegrales prises sui\aul ccs lacets, 
ou phis sim|)Iemenl, suivanl les contours Ca, Dat 
integrales suivaiil les Ugues Ma, et La^ C se detrui- 
sent ^videmmenl. 

Ces integrales sc noinrneiit les periodes de I. Nous appel- 


leroiis />^riOf/e,v (ycla/ues les /a integrales 

pdriodes cyHiqiiea les/? integrales j ; nous Jes 

di^ignerons n^spectivemeitt par ca, df,, 

Nousappellerons enfin pt^riodeapolaires les integrales j . 
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Kott« avonsappris 4 d^ierminer ces derailires (ST7), el nous 
avons va que f s’aoDule, si Ic poinl at, autonr duquel esl 

dlis 

tJ^crii le coiiioiir est iin point ordinaire pour F Danis 
le cas conlraire, ce sera ividemmenl im p61e, el I’on tuira 






tfAf diSsignaiU leriisidii eorrcspondtmt 


am Oiia(S74) 


X 


Pdz 



Fdz-o. 


Maih )e premiet terme s’annule, rai rhaciin des lacets <pii 
constituent K. <5tani (orin^ dc lignes decntes deu\ fois eii 
sens conlraii*€, les mtegrales conespoinlarites se diHiinseiit* 
Done ia somme des penodes polatres (et pai suite /a 
mmme des residas) enf nuUe, 


S81. U j)eut d^aitleuis exister^ dans certains cas^ d’aulres 
relations lintiaire's eritre les peiiodes. Cousideronsi par 
exempie, I’expression log F ( F elanl ralionncl eii s, ri). C’est 
line inl^grale ah^lienne, car sa deri\6e 

F \ r/5 ^ ()u dz ) 

devieiit raltoitiielle en 5 , h, lorsqii’on \ remplaee ~ par sa 

vateur d^^diiite de r^quation/=: o; or tonics ses piSriodes se 
rddiiisent ft des multiples enliets de la setile quantity ate/, 

88S, Uint^grale 1 fj*a i^videmmeiit de points critiques 

ds 

qu'iiix (M>iil|s a« qni soni des pdie» pour 
owytrowAjdirint jtk oes a, h panie iniinle du ddwetop^ 
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pement de F ^ est 




/* diz 

celle du developpemenl dp 1 = / F sera c^videniment 


log/, 


el a sera im point crilique logariihiinque (un pole, dan's le 
cawS particiilier oii le r^sjdu a* est nul). 


58Ii. Soill=P-hQ/. iVoposoiis-noiis de determiner la 
valeiir de I'integrale j VdQ, prise le long dc run des lacels 

MaCaDaC^* I).* Mr quialM Miltssenl a une relro?eclion. 

Soierit VA-f* iyA, </a = Oa“^ioa les periodes cycli(|ues 
lelatives aux deux eonlouis (]a el Da. 

Ctnisid^rons deux <?kunenls eorres(u>ndanlH pris siir les 
deux lignes Ca el 0“^*; ds y a des valeuisegales el opposijes; 

~ y reprend la in4me \ateur, ear c'es! le coefficient de la 

partie iinaginaire de la fonctioii qui ei»l ralionnelle en 

«, el, |»ar suite, resle uiiiforine sue la surfat e de Riemaim; 
inais P a change de valeur; ear, cnire les IJgnes (1 a el 
on a deceit le contour D*, ce qui a accru I de et sa partie 
reelle P de Oa. La somiiie des deux elements d’inlcgrale consi- 
d^rt^ sera done 

PrfQ —(P- 4 -« 5 A)tfQ = " ^a^/Q. 

On aura doac 

f -h ( r=r— / — 5 a/a- 

Coiisidifroiis de tn^me deux i^li^menls correspoudanls sur 
et D]f ♦; tomme P augmenlc de lorsqiie s diicrit le 
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Cijuitoiir inleriu^diaireCj*, la soinme de ces (^idmeots sera 
Pdi^-{l>~yi,)dQ-ytdQ, 

«l Ton atira 



Eulin les et^ments correspondanls des int^gralcs suhanl 
M ei M”^ »e delruisenl; car, lorsque z d^Scrit le contour 
CiDytCy^Dj*, P augmenle dc yA-+“S*—y^—Ojfr=:o; il 
ie|>rcnd done sa valeiir primitive. 

L’inl^grale ehercheeaura done pour valeur 

‘/A Oa — 

Soil, coramc precedemmenl, K le conlour forini^* par 
fensemblc des lacelsdes rtHro>cctions; on aura 

(6) /’l*dQ=V(-/*d,-o*-4). 

1 

l>8*. Soienl I, P tleux inlegniles abelienne.s ayanl respcc- 
livemenl les p^riodes cycliques <*,, r/,, Cp, dp etc', 

d\^ dp et les pointscriliques a,, cij, et a\^ a[^ . 

Nous aditietirons pour plus de .siinplicile qiPelle'* n^aieni pas 
de point crilique coinititifi. 

JoigtionS un point O par des lacels aux relrosections el 
aitx poiiill criliques a,, ... et .... Nous aiirons 

soin de tracer ces lacels de telle surte qu’en tournaiit autonr 
de rorlginc O, on lencoulre d’abord les lacels des rtStro- 
sections, puis les lacels des points ... 

et enfin les lacels Xj, ... despoiiils a\^ .... 

L’enseinble de ces facets d^liinile line surface s siinplefneiit 

covinexe el snr laqiielle ni iii P, ni par suite PiiUi^grale 

/rrflnWde point crilique. 
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On sura done 


( 7 ) fvd\-^yf I'tll+yf \'dl = o. 

Un ciilcul identique a celui dti nurn^ro precedent nous 
dofinera pour la premiere integrale la valetir suivanle ; 

p 

j I'rfl =:^(C>4 —). 


585. Les [joints a,, ... sonl des^poles pour 1'^; en 

elfel. aux environs d'un de ces points r//, adinel nn deve- 
loppemenl de la forme 

^ — ^A//i ^ ♦ “t- 5 Cai ^ ‘-f-. . . . 

D'aulrc part, ce |>oinl elanl ordinaiie pour F, la sene de 
Ta>lor donnera aux environs de ee point 


On aura dour 


a done 

I 1 >7r/pA. 


pA desiguant le residu 

(8) p4 r- (1 )«j *+ axs 


(iiV\ 

\dt (W —l)ll (it"'-' )a. 


ei, par suite, 


V f I'rflrr-.rrtVp*. 


586. Calculous eulin le dernier lerme de I’equalion ( 7 ). 
L5ni6gration par parties donne 


J Vdi = n-jidi'. 



rAHrit. — r-HAWti tm* 


01^^ toi^ii’oa parcoitri la sutla dea facets «|i\ 1 ^e eiiange 
|>fi$ el y s^accroii de ta somme de ses p^riodes polatres; mais 
eelie-ei esi untie* Done fl' reprendl sa valeur inkiale, et I’oo 
a sitnptenietti 



Mats, pour Teitpresiftion I les potais sotitdes 

pdles, dool les t’<Ssidos se cakulcront comme les prticidenls, 
et seronl de b forme 

(9) = 

Nows oblJendrons doncinialeriient b relation (ondamentale 
sitivante 

r 

I 

les I'esidus ou relatifs a chaqiie point critique ctant 
calculus comnie ci-dessus. 


o87. Appliquons celte formule an cas oil r = logF, 
P d^signani imc fraction ralionnelle en z, a. 

Les p^riodes ci, de ceUe fonciioii eianl des lOuhiplev 
de le premier meiitbre de la formule (lo) se r^duira k 
line fonclion lineaite homogine, a coefficients eniiers, des 
p^riodes c^liques de 1* 

D’antre part les points critiques de log F soul les teros el 
les pdles de F, et la partie infinie dii d4veloppeineitl de 
sera ~ % pour un pdle b de itmlliplicil^ p; p^r % 

poor an 5 r#o b' de inuhipifcit^ p'- 

On aiira^ par saite, 

SI Foa considere tin de mnUiplick^ p' {no an p^ftle 

. di ^ 
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dc muItipUcilif p) comme i-esultanl de k coincidence dc pi' 
zdros wiiiiple^ (de {* pdles simples), 

lessommes du second membre s'dtendant rcspecliveinenl a 
ions les JK^ros simples el a tons les poles simples de F. 

Si done nous concevons de consid<5rer comme eqimaienle% 
detix <|iianlik^ qui ne dilli^tent que pardcs fonclions lineaires 
bomogenes, a coefficients eniicr», des ptViodes de 1, IVqua- 
lion (lo) nous donnera IVqnivalence 

(") ^(1)* 

diC^signant Texpression 

P4 - -. 

588. Supposons que la fonclioii I sc nkJuise a une 
constanre C. Elle iFaura pas de point c rilique, <1 toules ses 
p^riodes s'annuleront. La relation (i i) se reduira done a 

C(N^—N)rro, d’oii 

N d<5signanl le nombre des poles h de F, le nombre de 
ses 3 G<Vos h\ 

Soil d'ailleurs A tnie constanle aibitraire. I^a fonction 
F — X ayant les mc^ines pules que F. eii nombre N, aum 
N arerOH* Notts ohtenons done ce resnlial : 

Im* mtnbre des points pour lest/uefs une fonction ration-- 
nelle F de Zy u prend une v^aleur detenninee k est indi'- 
pendant de X et ^igal a a nombre des pdfes de F. 

589* On dtMwil aisi^menl de ce qui precede la demons¬ 
tration d’line proposition c^l^bre^ connne sous Ic nom de 
thmreme d^JtbeL 
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Soil 4 m j>oJynom% eniier de degr^ m ; les deux coiirbes 
/ et *} $0 eoujieronl ea mn points. 

Snpposons qtie les coefficients de ^ varienl simultanement, 
d’uiic inaniere conliniie el suivanl uiie loi quelconque. Les 
points iVintersection se d^phceront et decrivont sur la surface 
de Rieinaiiii des lignes continues L|, .... 

Soienl el A la forme iniliale el la forme finale dn poly- 
nome variahle; les Iigues 1^, I42, ... auront pour origine les 
points «rintersecti4m 6,, ^>2, ... de /et de Ao el se lerinineront 
aux poinls d'inter^ection 61, 6^,. ... de /ei de ’i. 

Soil I ime inl^grale abtdienne, donlles poinls critiques u*, 
^2^ *•* ne soienl pas siloes sur les lignes L,, 
inlcgrales 

f di, f dl ... 

auront des valeiirs finies el dcHerminces. Le tlieorerne d' \bel 
a pour objel de d^Uerminer la somnie de ces inlcgrales. 

On a e\ideminenl 

D^aulre part, la fonciioii rationnelle 



a pour p6le.s les poinls 6|, 62, ... et pour levos les points 6J, 
6^. .... En Ini appliquaut la furiiuile (11), il \iendra 



890 . Mai» il est ais^ de voir qiie les deux inembres de cetle 
foriiiiiie sont non seuleinent Equivalents, mats Egaux. 

En effei, ik le sent & rorigine du moiivement 011ss ^ 0 : Car 
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le premier meml^re s’anniile* IJ’autre part, ^^laui<5gal a i, 

son loganlhme se reduit k im multiple de arc/, et les deriv^es 
de ce logarilhme par rapport a t s’amudeul. Le second 
tnembre se rediiit done a im multiple de la sonune des 
pfh'lodes polaires — isn/xjtn laquelle esi riiille ((iSfi), 

Si d^ailleiirs on fail vacier le polvnome ']> d’uue maniere 
continue, a partir de sa forme iniliale les deu\ memhres 
vaneronl d’une nuiuiere continue; carles points n’*Haiit 
pas sitm'js, par hj[)Othcsc‘, sur les ligne^L,, l^j, ne sennit 
a auciui instant des points critiques pour log 

IjC module de la dillerence dcs deux mernbres ne pent 
d(mr varier que (rune maniere continue. Si done il cessail 
d’('tre mil et devimail, a uu certain moment, egal a o, il 
prendrait necessairenicnl dans rintervalle Icuites les ^aleu^s 
comprises entre o (*l o. 

Mais, les deux mernbres t^anl cqui\alents, leur dilbhence 
est represenl/*e a chatpie instant par une ex|)ie*)>ion de la 
foriiK*/U( (»>i en designant par ro,, — (o^ les 

periodcs d<‘ I. 11 buidrait drmc que tout nombn* compris 
eiiln^ (> el o fit parlie de la suite de!> iioinl>res 


( 12 ) 


ro, -4- .. . -f- 




Or it est aise de \oir que (‘cla esl impossible. Ordoiinons, 
en ell’et, les nombres (la) de la maniere suivanie : 

iNous meltrons en uHc, en les disposant dans uu ordre 
arbilraire, ceux d'entre eiix (<*n uomlirc limitc), pour 
lesquels I I-f-.. j; |>uis, daus uu ordre arbi- 
Iraire, ceux en nombre limilc, uu celtc somme esl egale a 
el ainsi de suite. Tons <'es nombres sont ainsi disposes en 
une s^ric, ou chacun dVux figure a im rang determine. 

Soil 3| le premier lerme de la siVie dont la valeur lombe 
entre o et o. Si la s^rie contient des termes dual la \alear 
soil comprise entre 5 et o,, ils ne viendronl qu’apres celui- 
la. Soil Sj le premier d^tntre eiix. Si la serie contient des 
Icrmcs dont la valeur suit comprise entre S| et its ne 




$5$ ^vmnm ^ chaHtuk viti. 

ipi’a|>i^« 8a^ Contintiant ainsi, noti$ foriawoiai 
4 «mx suites deiermes^ Irs uns croissants 

> 

ies autres (}<!crotssants 

6*, ^4, 004 • * • » 

tnais pJiis grands qiie les pr<fcedents. D'aiHeurs, cliaritn de 
ces termes ^lanl plus i^loign^ dan\ la s<iriV <]ue8|,,,,le 
rangqii'il occupe et, a fnrliort\ !e rang orcupt? paries autres 
leruies compris coinme lui eiilre O/^. ^ cl Sw i, iie sauraiti^tre 
moindre <jiie n. 

Cela [>ose, si les deux suites preeiWlenles s'arr^tenl k un 
dernier teniie S,,, la sfirie ne conliendra aueun des noinbres 
compris eiitre » et et iiotre pioposilion sera etablie. 
Sij au contraire, les deux suites conrieuneiii ua nombre de 
iarmes ilUinfi#^ les nombies Oi* O34... tendroril vers uue 
limite A, el lesnombres Oj, Oj, ... vers une Hiiiile A' (^galc ou 
siip^rieure k A. Le nombre A ne peul figurer dans Ja st^rie; 
car il y devrai* oecuper un rang dtHerniiut^ m; mais, A elanl 
compris, quel que soil ai, dans Fittiervalie de On 2 a 
rang seraii an moins egal a n, quel que flit ee dernier 
nombre; ce quiesl absurde. 


591 * Nousauioii'^ done, coiritne expression du ib^or^me 
d*AbcI, la foriuub* 


(, 3 ) 2 i"i =2 h' ('" 61 ;J ■ 


!>8ej:|we*sic«i8 ♦'onl^'videmmeol 

iMtioiH»eilks |»ar rapport aux coefficients de ei de ■!(*- 
Lie !»ec©nd tHcmbre de la formuk prtk6denle se compose 
done partie logarilhiniqite et d'une partie ratiofinelle 
par ntpppm 4 c«s ooetTGcienis. 



ABeunmES. GSy 

■. . IDeux cas particnlicH doivent 6tre signaids ici : 

On dil que Tinl^grale 1 eal de premiPre espdce, si elle n'a 
Ettcua paint cntiqnc. Dans cc cas, le second incinbrc 
disparaltt at Ton a simpicment 

(« 4 ) = 

L^int^grale I sera de seconde esp^ce, *si, tout eii admelianl 
dcs pomis eriliqoes, elle n’a pas dc p^riodes polaires. Dans 
ee cas, !es r^stdus seronl lous mils, el le second membrc 
He ri^duit k sa pariie rationnelle. 

Knfin I’iniegralc sera de (roisieme esp<^ce^ si elle a des 
p<5riodes polaires, 

593. Bemurque, — II peul arriverque ^ varie de idle 

sorle qne quelques-uun de ses poinls d’intersection avec/ 
resleni fi:xes* Leurs irajeetoircs reduisanl a de simples 

points, les integrates coiTCspomlaiites disparatlronl du 
pieifiier membre den equations (i3) on (i4)j qi»» contien- 
dront plus que les iiilegrales relative:^ aun. points d’iiitei- 
section variables. 

594. SoieiU //* '}, ..., Wj*) dcs poinl> 

variables, d^crivant siiniillautuiient siir la surface de Rienuinn 
lies iignes arbilraires ..., Lp, (ne passant pas |>ar les 
points critiques de I'int^grale I). IMous pourrons delcrmiiM'r 
one courbe adjoinle a / el d’uo degre assexeleve pour quo 
son Equation contieniie plus de p coefficieuis arbilraires. On, 
pourra done determiner ses coeflicients, co tout ou en parlic^ 
par la condition que 9 passe par les points 

s’il rest© encoi^ des arbitraires, onacli&vera de determiner 
eii la fatsumi passer par des points Gies yi,ysi^ cboisis u 
voloiit4 iilr/. Les coefficients de Fadjointe ainsiform^e soni 
rationsietseisym^trufuesen Hi, coiipera/: 

en certains points simples on multiples; am 



m 


mmnm PAwm* ^ vui. 


fmnu v$rkble.i (if|, W|x); 3** mp aiitrcs i^i^iQis 

vwables {z[, ii; u^). 

h^$ coordonoiJes de ces dermers points sont des fooclions 
oig^briqiiesdeso <i|, ri^i.Pourles obtenir,dliimnonsu 

Oli^ les deux Equations 

<p(«, fi)iro, /(5, fi) = o. 

Sait Z = o lY^quatiof) finale. On eoniiaU d’avance celles de 
«€S racines qui correspondent aux points fixes, cl les racincs 
Supprimaol ces solutions par la division, il 
restera one liquation Z'= o, de degr^ p, pour d<5iermiiier 
is' . Soil-5^ Tune de ses racines; la valeur corrcs- 
poudante u' s'obliendra en cherchaut la solution commune 
aiix deux equations 

9 ( 4 , w)z=;o, /(4,i/)=:o. 

EUe seni unique (si Z^= o n’a pas de racine multiple) et 
s*exprlinera i*alionnellemenl au mojen de z' ct de 5 ,, 

5^, lip,, 

Lorsqiie les points (ztj Ui), (zp^ Up) d^criront les 
Irajectoires Lji, les points {z^^ (s/», u^) 

d^criront, des Irajectoires correspondanles U,, les 

aiitres points d^interseclioii reslant fixes, on auia, par le 
ikiJor^iiie d^4bcl, 



M ^lant line fonction ralionnelle et logarithmique des eoef- 
lidents de ^ et de Oo, et par suite des quantiles 5|, w,, 

Up et de leurs valeiirs iniiiales 5|o, 

Nous obtenons done cette nouvelte proposition : 

iM ironioie rf’w/i nombre quetcoaque d^integmhs abi-* 
iimnm B^mblabtts est toujours reducuble A une somme 
analoguesy prise nigativemenly plus un 
ietme t^pMmen^irey atg^briqm ei logarithmique, 

|A « 
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lit Reduction des int^ales ab^liennes. 


595» Une integrate abHienne I = J V dz eat deler^ 

min^e d une constante pres^ hrs(/ue ran eonnatl: 1 “ sea 
ppremidres pthdodes e\ digues r,, c^; la position 

de ses points critiques et aux endrons de 

vhacun de cea pointsy tel que la partie injinie de son 

deeeloppemenl ^ou, ce qni rexieni an inline, la pailic 

iiilinie r' <hi dcHeloppemciit de sa de- 

. . ..dz\ 

meel’ 

Soienl, eii efl'el, 1, t deux iniegnilcs pour Itsqiielles ces 
ilivers soieut les iiiemes. La diflerence I — V sera 

uue inl^grale al)elicniie sails point erilique i‘l dont les 
premieres p^riodes cjeliqiies soul loules nullcs. 

Or, nous avoiis vu (575) qu’une inl^grale ab6ljciioc 
J=:P4-Qe sails poinls critiques, et dont les p^rlodes 
ejcliques soiit 




O4 “f" f d/; , 


se rcMuil une ronslante si Finlegrale / Pr/<^ ii’esl pas 
positive; d’aulre part, cetle uUt^gralc eslc^gale ('583) a 

Or, pour J’iiiliigrale I — T, les quauliu^ soiH uiiiles# 
Done I*PdQ Aseraiiiille, ct I — L est une constante. 


693. Siipposons les el^inenls ci-Jessus donnas a priotij^ 
ei proposons^nous de determiner rinU^raleabilieniieeorres-* 
pondanic. Elle nc |>oiirra exisler quo si fa somme des 



mi iiiille* Nous aUoiis toir qm cello coo4i«ioi* 
mi «of0$oiii€« 

Soil A ooe coorbc dc dcgr4 m idle <|«c, parmi $m 
d^iotetseciioa avec/, il y on aii ati inoiiis j^i coofoodos eti 
{Xa confondos eii elc. On poiirra toujour* salisfaire k 
ce$ coadilious eu preuant m sufltsammeul dcv^. 

Nous aliofis £iai>iir que rinl^grale cherdi^e exisle, et 
qu'dle estde la forme 



4> d^siguanl line adjoiuie con\enablement choisie parmi 
edies de dcgrij m -4- n — 3. 


597. Cherclioiis, a ccl effet, quels soril les points de l.i 
surface de Riemann atix environs desqiiels rexpresston 




devienl iofinie. 

Aux eovirons d’un potni (IJ, u), situe a distance (inie, 
* dfa 

scrafiui* Cda esl Evident, si ^ n’est pas mil an point 
cm$i4iri. 


Si I 4a o, mais *1 t’tt sera de inline, car de flqiia*^ 

tion/xa^o 00 dednil 

da 

du 1$ 

\ 

lit 1|p ireale 0iti. 

^ ®? t® s» m) »®™ mahipift. Sail '* 





mt 

fdn ordre de tnuUipttcii^. A line valcnr votsioe de 

iC0lt4^0|3kdlkd6tit n valetirs ««; celics de ces brandies 

<|tii se cmiaent an point multiple aiironi des d^veloppements 
de la forme 

les coefficients angulaire*) Ci, Cv de leurs tangentes 
«^taiil cJiff^renls; les atitres developpeincnts seront de la 
forme 

(Ar:,v4-i,.. ,n), 

ua diffi^rant de u. 

Si done on preiid sur I'lirie des brandies qui passent an 
point multiple, sur ia piemiere par exeinple, n« point ( 5 . «,) 
\oisiti de (JJ, u), rexpression qm esi <5gale a un facleur 
constant pres au prodiiit 

(Uj—Wj). 

scrad’ordre v — i. 

Mais, d'aiilre parl^ ajant au point <1^, u) iin point 
multiple de iniillipncitci v — i, son ordre set a au moins ^gal 
«i V — I. Le quotient reslera fiui. 

ConsidiSrous enfin un point siliie a I'infioi. A ime valeur 
iniinie de 3 ~ correspondent n d^velojipetnenls 



H le produit 

sera d’ordre ^(n — i)« D'aulre pari, ^ esl d’ordre — a. 
Exififi polynome d’ordre n 4-ni esl d’un ordre au 
moins %al d + m — ^1). Done 

‘"*Ti 

tL 

tiu 

reslem fini aa poinl coosid^r^. 



sficoim ^ mmtm vtii* 




Qtiaai a son ot^ro ea nn (^, u) k disiaoee finie 
mm %al an iiombre X des intersections de A etde /qut sont 
coneenir^es en ce point [X ^tanl nul^ si (JJ, u) nVsi pas iin 
point d^'nlerseoiion]. Pour un point 4 I’infiiii, cet ordre 
serait —m + X. 

Done I*expression 



ne devient injinie qunux points dUntersection de / et 
deA; ei si fun de ces points bi compte pour X/ iniet'^ 
sections^ el/e depiendra injinie d*ordre\i (an plus'), 
partie iniiuie de son d^veloppemenl 

(l) ^ .. . 4-R/I ^ ' 

s^oktiendra ais^ment |)ar la division. 


398. Si nous prenons |>oiir $ radjoiiiie la pliisgeiierale de 
son degr^j elle aura pour coefficients des fonctions liii^aires 
el homog^nes dc mn-f- p — i paraineires indilennin^s (r. I, 
n** 600). ^Nous supposerons ici m>o; s'il dtail mil, Ic 
noifibre des param^lres serait/>.) 

Ijenombre total des coefficients B est ^‘gal au nombre mn 
des intersections de A el de /. Ces coefficients sont cvi- 
demnient des foncUons lineaires et homogi'*nes des paia* 
metres. Li somine des r^sidns etant mScessaireincnl imlle, 
on aura la relation 

qiii pcrineltra d’expt’imer rune de ces fonclions, lelleque Bi i 
ait ntojrea des atities. 

DiisigQ#ns cesderni^res par Bt;. 

Ij$$p premieres p6riodes Cjieltques T,,., Tp dc I’inl^gralc 
ettnsiddrdf sonl dvidemmeiit aiissi des fonclions iin^aires el 
des param&lres. 



AB£LI«KWIS«r« 

Le determinant des mn-^i^p foncUons Ba/, Ti, r,, 
n’est pas nnl; ear, s’il I’eiait, on pourrait determiner les 
rapports des parameires de maniere 4 Ics annnler simiil- 
tanemeiit. L’integrale abeitenne ainsi obteniie n’aurait plus 
de p6)es, el ses premieres p^riodes cycliques seraierit 
unites; mais elle ne pent se r^duire k nne constanle, car m 
diff^renUelle n’est pas identiquernent nulle; it y a done 
contradiction. 

Le determinant n^^taritpas mil, on pourrachoisir les para-^ 
metres de maniere h donner aux fonclions iinc^aires Ba/, r,,..., 
Vp tin sysli^me de valeurs arbitraires. 

On [lourra done faire en sorle : 

I® Que Fi,Fy^ prcnnenl les valeurs assignees c», 
ep\ a®qnc le polynome(i) s'annule pour lout point qui 
ne fail pas parlie de la suite des points 02 ^ else 
r<iduise, si bi^ak^ an polynoine donne 

Les coefficients B,| el otn du terme cn dans les 
divelopperaenls relatifs an point 6, = 6chapperonl seals 
a Fidentification direcle; mais, comrne on a, d’une part, 

^B/, o, 

et, d’anlre part, parhypothfese, 


ces deux coefficients seront encore «?gaux. 

S90. Intigrales de premiere espece. — Si I’int^grale I 
n^a pas de point critique, on pourra supposer m = o; A se 
r^duit tiors & une conslante. La forme g<5n^ra(c des inti5« 



iWMKBatt ■*-' «auitwti« tin 


' K’f >* ' 

de premiere sera ddne 

f If 

^ dz 

iliJili O i Iiii w a» 4 

du 

© 44sig0aiit MDe adjoinie d’ordrc n — 3, 

K0U$ poiirroiis determiner ime iniegralc dc premiere 

esplrec 



tettes <|u«& tooles ses premierespiriode^ocliques Cai, ..m ^a/» 
5oienl nuUcs, sauf I’unc d’efles Ckk^ laqiiellc sera egate » 
f iiniie* Nous designerons ses secondes periodes cjcHque^ 
par ^kp* 

Nous oliliendrofis ainsi p iniegralcs partictilieres E|, 

Ep^ qiic nous appelierons intSgrales normales de premier** 
espiee. 

La formule (lo) du n” S86, appliqtiee k deux iniegrales 
normales E/j E* donnera^videinmenl 

(a) — d/fCji/) dkt--d/k* 

t 



600. Uae inl^grale alx^licnoe I, a^ant poc*r preinii6i*e« 
{•eriodes cjcliiques peul dvidernment s« meUre 

MS ia forme 

I ^ Cf E#| 


r dtsnt aiie r^c/f/r/e, donl les preinii^res piriode-* 

ejrfilt^ttos sont naties. 

Deasl’lttide des iat^graies de deuxiime et de traisii6aie 
cji^plee, pourroas doac aoas battier i ia considdnitian 



i^0grWet rife ieeonde etp^e^-^ Naas poavai^ 



\} ' mr«cntAu» ABMntiim. 66i 

* . * 

«ae iiit<5gralfi redniie Fg n’»}»nt qu’un seul 
anx environs duquei la partie infinie de son d^ve> 

}clppeiili!iiit m r^duise k (celle du developpement de 
$e Hdiiira k ), 

Sotent rfj',, ...j ses secoades pertodes cycliques. Leur 
vaieur s’obtiefidra en apptiquanl la formule (so) du n® 586 
anx deux iat^grales £* el FJf; il viendra 


(3) 


JL/# — p/ flfV^EA __ —I dz 

atri "* fxl \ dlV- )a ((A — s)?! ^ dt 

\ i}U 


a 


Cette expression esl une fonction alg^brique des coor- 
(lonn^es u du point a. Si ce point n’est pas a I'inlini, et si 

n’y cst pas mil, on aura < = j el Ic second inembre 

sc r^diiira a 

-I ^1“'r?*(?.u)-| 

(p-i)! V 


Lc Uidorfeine d’Abel, applique a donnera, d’aiitrepaii, 


(4) 



— I /dv- 
(/X -1)1 Vrf/f* 




602* Uiie intt^grale r^diiitc de seconde espicc I (et, en 
parlicolier, tine fraction raliontielle en 5, «), adnieltant les 
p6les ai, ei a\anl pour parlic iulinie de son d^ve^ 

ioppeinent, aiix environs de a,j ini polynome 

(>oiiiTa se meltre ssotis la forme 

(5) i =2/•. + «..n) + C, 

C ddsignaot one eonstantc. 

efiel^ In qnantitd C d^finie par eette Equation est une 



6fi6 mmmM ^Awtm* — ciiAmiiit viii* 

inl^grute abilicone qiii n’a di pdles, m premt^re^S P^riodiss 
cjcliqiies* Ciost done wne constanle. 

Rdetproquementf une expixjssion <le I la forme (5), ofi 
lea quantiles a el C sent des eonaunles ind^teriiiinees, eat 
nitc inifigrale riduite de seconde espece, n'ayanl de pdles 
cju^aiix |>omtsai^ avec dcs ordrea de mulliplicild au 

pliia ^gaux a mi, (ces ordres de multiplictt^ poiivant 

s^abatsser si quelqites-uns des coefficients x soul mils). 

603. Pourqtie cette expression I se r^diiisc k une fraction 
rationnelle, il faut el il suffil que ses secondes p^riodes 
cycUqii^s 

S («il . . . -4- ) 

soient iotiles ntiites; car ce seraalors une fonciion uoifornie, 
n^avanl pour points critiques que des pdles. 

Ces polynomes oa, au iioinbre de oonliennenl les inde- 
iermintics x, en uombre = q» 11s peuvent ^tre li^s pai 

des relations lifH*aifes; soil tr le iiombre de ces relations. 
Nous aurons k saiisfaire k p — x equations distinclcs. 

Si p — on ne pourra y satisfaire qtren supposanl 
les % Ions mils, et I se r^duira a la constanle aibitraire C. 

Si p^raq, cps equations <l<5ierniineronl /> —at dcs 
quantiles a en fonciion des aulres et I conliendra encore, 
sows fonite iin^aire, q — /> -f- a -t- i indt^terinini*cs (y cornpris 
la constante C), 

Pour irouver la signtficaiion du uombre or, nous remar- 
querons qu'uae relation lin^aire 

di -4-...-4- o, 

enlre les polynomes 5^, dqnivatit au syst^me des relations 
'''y Of •. •, 2*! O, « • •, 

> {keo^ptMi^iis les ptdriodes d pax ieurs valeurs (3), et 
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667 


Ces relations devieimeiu 



^ iiz\ _ 

rfFv^ ^ rf? ) '' ” 

A. 


Elies expnmeuf rpie, parmi les up—•?. points irinter- 
section de/avec radjointe o, <lo de^re n — 3, aulres que 
coax qiii se trouvent aux points multiples de /, d'aprt'*s la 
<i^fimtion Illume des adjoinles, m, coincident avec mi 

avec «!, etc. 

Si nous a\ons, enlre les poljynomes S, t relations lin^ai- 
remenl disiinctes, iioih aiiroris done a* adjointes » lineai- 
remerit disliiictes jouisMint de la propriele prccedenle, el 
reciproqucinenl. 

Nous pouvons done forrnuler la proposition suivanle : 


THiOllEME OK RiEMAXK -Hocff. — Soie/lt «!, 

41 points r/uekon(f(ies (distincts on non); t le nombre des 
adjointes d'ord/e n —3 linenirement distinclesj qui 
passent par ces points, 

Les fonctions rationnelles de 5 , qui n*ont aucun 
p4ie en dehors dr res poinls^ dependent Uniairenient dr 
q — 4" O'-f* I constanles arbitrairrsy si q>p — ^I e//e.v 

se rHiuisent a une constante^ si q p — 


60i. Clierclions rexpression cxplicile de ces fractions 
raltonnelles. 

Soil d'almrd is > o, el soil 

9 z: 9, . . . 4 - 

radjointe la pins gtSiierale de degre n — 3, qui passe par les 
points On pent determiner les eonstanles X de 

tnani^re k la fsiire passer par ^— 1 noiiveaux points ehoisis 



## ' fui&im f Aitts. ^ (aut-nTM it»,, . 

% ; mais }e nombre fotal 4t s«s laterteetioai / 

-dst SjP a; OB aora doac t’io^galtl^ 

f-i-er — i^a/»-*-a. 

Soienl 6|,..., les poioU (I’intei'seclion <le ^4 aV«c/, 
Butres que Oi,..., ct soil cr* le nombre des adjoinles 
d’ordre » — 3 qoi passenl par 6 ,, b^. La fonclion raiton- 

nelfe !a plus g^n^rale, n’ajant de pdte qu’en cvs points, 
ooiiliendra q'-*-/> +<r'4-1 conslantes arbitraires. Mais la 
Ibnetion 

+... -T- 

_ . , rr'_-i ■. .1 -. .11 I 

<mi tn coDlient o*, jouU <ividemmeiU de cetle proprJ^te; on 
•aura done 

Si nous ^chaageonsdan^leraisonriementlespoints€Zts .**, 
ct fr|, nous Irouverons de m6me 

q^p g I jg'j 

ajotiiani ces in^galit^s, el remarqtiaol que q + q^~ %p •— 
tl vieot 

cr'-H- q'5<r -f- a'. 

Done les denis apetiihres des relations pr^e^dentes ne 
l^enveiit in^gs^un, ei Ton a n^^cessairemcnt 

q-^p^a^$sszif, 

Snit niiiifitenant 

is: ^ I -4- *. • 4* icr* ^ir* 

1« |ilns gdn^rale qui passe par les points 61,.*., 
tjk Itinetion raiionneite 

I -21 

9i 

\ , ' V 

4miur iaSoie qn'aax poinis Off «t 
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c^ntiemiilra ie oombre vonJu dc consumes arbitraires pour 
Itrela pins giniralede cellc cspdce. 

@0S* Soil inaiAtenanl <r = o. En prenanl ot assez grand, 
nous poorrons determiner une adjointe 4> d'ordre « — 3 + m 
passant par Ic* points a,, a,. Elle coupera / en 

mn + %p — aulrcs points ii,, b^, .... Soil ¥ I’adjoinle 
dti tneme degre la plus geiieralc parini celles qui passentpar 
les pointselle contiendra encore (au inoins) ^—p + i 
|Mirametres arbitraires. D’aillenrs^ ne devient infmie qii’aux 
points <i|, a^. Cc sera done la fraction ralionneile 

cliercbde, ct le nombre dcs paramftres sera pr^cis^ment 

<7 ■—/>■+■ I. 


(KXl. Suit, en parllcniier, qz=:p-+ i. On pourra prendre 
pour une adjointe de degre n — 2 ; ^ conlenant deux 
paratn^lres sera de la forme Ad> -i- ), <I>|, et Ton aura 




/ -4-/ 


d*t 

‘ ' 


I.a fonclion ayanl p ■+ 1 pdics <7t, ay,+, prendra une 

»aleur donnde - en/> + « points 






{s 


7 *+l) 


Ces points scront (5»ideiniiienl ceiix dcs points d'inter- 
section descourbes 

/=<», ^--p4», = o 


qui varieot »voc p. Po»ir p = o, ils se confondenl rcspec- 
tivemeNt avee <*4, ; lorsque pvarie, ilsd^crironl des 


Hgoea L|, 

d’Abcl, 


L-^, ; cl I’on aura, d’apr^s le thdoreme 






rfE* = o 


(*= I, a. ...,p) 
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oa, eo dlfrirentiaiit, 


<6) 


2 


l=ri 


9^(g/, Hi) (hi 
dii( 


o 


(X 




Ce sysi^sme d^4£i|Halions di0V5renlicHes, joint aux relations 
yX^lf ^ . <1 i ) — O, . * . 

€i ati% conditions iniliales 

o,‘<Slant les coordonnees du point ri^ ), suflit, eoitiinc 
nous le verrons dans ia iheorie des cMjualions diHV?rcnlielleH, 
a d^finir iia^ fonction de 

Mais on pent dtablir enlre ces variables un systi^mc de 
relations algebriqiies t^quivalent an |»n*cible«t. En efl'el, les 
ronclions syimHriqnes des coordonnees 3|, e/|, tfp^\ 

soul ^videinmenl ralionnelles cn u, cpii, lui-m^ine, eii \erlii 
tic ia relation 

^ ^{^ii ^i) n^4i) (if) 

cst une foQcUonde m£me tiaUirc. 

Les £<|u|ilions ainsi oblenues, enlre ies fonctioiiii sym^- 
Iriques de^t, U|, St, Uj, onticui'scocdlicienlsnitioniiels 
pRi* mppoi^ i ceiix dc 4», 4»i, lc!$qucls sont ^videniinent 
raliofinelssyin^lriqnes eii Par I’lldinii- 

nation de ces derni^res conslanles, on relrouverail les 
i^qaatioos diff^renitfrlies. 

idffj. Pfnni lea inl^grales F^, an mojeit deaqueiles noua 
evona asxpriind lowtea lea iut^^ralea I'ediiitea dc aceonde 
iafplna aimpie eat eelle oti prt; i. Nona i’appellerona 
rinidgraf^ Mimentaiie de seeo/ide esp^ce. On pent ia 
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6jt 


inettre (1^) sous la forme suivanle : 


(7) 



♦ 



A« dtisignant la tangenle a / a*i point a, el 4»a line adjointc 
convenable de degr^ n — a (passant evidemment par les 
rt — a points d’interseclion de /el de Aa aulres qiie a). 

Ses secondcs p^riodes seronl donni^es par la formtile 


( 8 ) 


iC dt]‘ 

On /.. 


Soienlat, OptP pointsquelconques non silu^ssiir unc 
inline adjoinle de degr«5 n — H. Le determinant des 
periodes </,i ^ ne sera pas mil. 


608. Toute integrate reduite 1 de seeonde espece paitrra 
se metlre sous la forme 

(9) 

H designant unc fraction rationnelle. 

Soient, en clfel, o,, ..., Op Ics secondcs periodes de 1. Si 
lions deterniinous les conslantC'* ). par les relations 

^k~ d^,k + ‘ • • •+■ 1 {(c — i, 1, .... p), 

I’iniegrale II, defioie par la relation precedente, aura toulcs 
ses pdriodes cycliques nulies. £ile sera done rationnelle. 

609. Integrates de troisieme espece. — Une inl^grale 
de troisi^me espfece admel an moins deux points critiques 
iogaritlimiques, la somine des r^sidus devant ^tre nnlle. 

Nous appellerons integrale elentenlaire de troisieme 
espicCf el nous repr^senlerons par G* I’integralc nlduilc qui 
a deux pt^lcs a et b, et dont les d^veloppements aux environs 



#7* BlWm PAftTOt* ->* fUM, 

4# ees ii«ttx oat rtspectkeiaent pour itxatla iipliiiia 
— et 4-logt. 

Cette int^gtsle poum se meltre sous la forme 


(to) 





. f 



Aa$ d^ignunlJa droiia <)tii joim les points n, 6, ei one 
ndjoioie de degr^ n — 2 (laqueUe de\ra passer par let 
H ~ $1 points d*iiiierseciion de Sai^ awtrcs q«e a, 6)* 
Soieni </<gSi» ses secondes p^riodes cycHques.En 

k Idrmole (lo) do 58daii\ }iit^gi*aies E^et Gf, appHqiiani 
on iroovera 

(ll) = (E*)*--* (E*)«s 


fti(£iiie foriiiule> appiiqin^e k FSt a doune 

\ "*<#« /a 

A{>p]i<|oec i C* cl (jf, ellc tlonne 

o = (G*)p--(Gt)a-(Gg),H-{Gg)«, 


Olt 

(13) 


/»P 

/ rfGg 


{lea inle^^ralcs iStant prises soivant de$ lignes qut reslentdans 
fa rdf into ddiimiide par te eonfoiir K et les laeels des points 

<*, r^gioa dans laqiielfe les integrates et (i^ 

rmtmi Utoaodromes), 

le tMor^aie d’AJbel (591), appliqnd riitt4%rale €>S* 
4#l«iai>Xi| «a ddsigaant par C,, u« et U| tes coordobalos 





673 

810. Toute intigmle abiliennel est la somme dUine 
fonetion liniaire d'^inUgrnles ilementaires de troisietne 
espim et d'am intigrale de seconde espice, 

Soient, eii ai, aq les paints ciiliques de 1; 

Ifj le*» r/*s!(l«s correspondants. Posons 

I J Gjjj -f-. . . -f- *4“ H. 

La fonclion compliiinenlaire 11 n’ajanl plus de periodes 
polaires (en vertii de I’t^ualion 4 -...- 4 - X/=: o) sera une 
iiU6j;:rale de secondc esp^ce. 


I?. — Inversion. 


811. Soient a,< :;i, f/, ), points 

mobiles, pailaut drs positions iniliales = 'vno ^^io)v ’m 
1 /;><)); el soient. coiiune pnWi'dcrnmenl, 

^p) 

<)u 


leiinlt^grales noniialp> de premiere espcee. Soienl enfm 
e,, .... tip tie notivellc'^ variahle^, li6ei> aiix piemiere.s par les 
relaiiuiis 


U) 


d/ \ a<, «/, > 

On, 


U - I ./')• 


On en d^duit par I'inlcgralion 



L/d^signanl la ligne dt^erite par le point a, et e^o la valcur 
initiate de e*. 

Si I'oii fait varierles lignes L, sans changer leurs exlr^- 
mittls, on obtiendra pour chaque position des ptdnts a,, ..., 



wmm iritaiiDb ntu 

^ a»e Bjittem de viitt«<i*i4 pottr ..., $a. 

disignAQt Ton 4’«itiK par 4^, aaront 4vtdfiitiM)iti% 

p<iar forme f4ndfitle 

ct 5= e't -4* (T* /I 

4»n ..‘idtp ^Uiktles secondes p^riodes cycliques d« Ea, 
et gjn, A/ des roliers positifs on n^gatif^. 


612. Le probUme d*inversion des integrates abeliennea 
cODsiste i tromer reciproqiiemenl TcxpreNsiun des quantiles 
Sif Hi en fonction de ei, ep, considereescomine variables 
iadependante*. 

Eiudions la luarche de ces fonclions anx environs dti 
point (e,«, ..., ept}’ I.^squautitess,. etantvoisines de«,«, 
Uft pourront etre developpees siiivant les puissancesenlieies 

el eroissaotesd’un motile paramfeire reslant fini 

pour t,s»o, admeUni an developpcment en puissances 
enliitres et positives, tel que 


tlti 


z=; -4-- 


Les nouvellcs variables seronl des iunrtions inipilcites 
de «!, ep, d^termindes par les Equations 

( 3 ) T f (e* —eu)-o (A‘=:i, 


to jaeiobien des premiers inenibi'es par rapport aux 
«trari»ibtee t, sera le ddlerminant Ddes quantiles 

#& + Stjtf ti 

$1aol, les dqiuitoas prMdemei d^nimot 

(I. I, «* IS®) d«s fwictkms <1, fji de* 
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.<., leiC|ueiles f&nciions sont 5jfn«cli<]ueft 
«»3lt «aviroas idu point (e,^^ ..., ey,«). 


@|!3» Le d^tei’minanl D« s’annuie dans les deux cas 
auivants : 

i*Ije8 points ait, loiii en leslanl distincts, soul 

sUu^s sur line mdme adjointe (p = X,®,-t-...-4-X;,»y, de 

degr^ « — 3. 

Kn efiet, ccUe condition est exprim^e par les p Equations 
dxi — o (X — 1 ^ ^ 

el, pour qu’on piiisse y ^alisfai^e aiitremrnl qii’eti posaot 
)v| s=:..,= X^=?r o, tl fxiiil ( i il hiillfil que D® soil nul, 

u® Si pltisieurs points ri,®, par exeiiipJe ai®, 

eouicideiii, En effel, dans ce cas, !es d^veloppeinenls 

*4- ai, ^ • (f r::: I, , (J.), 

^tani opMB aiix environs du ni^me |>oint, atironl les in^ines 
coefficients, <*1 D® atira p colonnes idenliques. 

ttedt^terininanl D aura lui-m^rne deux coloniies idenliques 
lorsque deux des variables /pt seront ^galcs: il est 

done divisible par le produil P de leurs difiiSrerices, el Fon 
aura 

Dz=:VD\ 


4iafit iiniiouveau delenninant, qui, pour /, (p = o 

«e i^duit A 


IX 






'‘IP 








Prt^oo* poor nouvellos variables, au lieu de 
ItiS aontnte* de puissances sembUbles 




^(7® 8M0JIII* PAKTIB. — CBAPITKB VIH. 

Le jacobten de ««, ..., par rapport it,, . <ii sera 

I ... I 

III '• •" =plP. 

' ... r'* 

Le jacobien des premiei^ metnbres cles i^qtiaiiotis ( 3 ) par 
rapporl aiix nouvelles ^ariable^ ..*> ^11.4.17 -m fp 

4 oiic jjy D\ et si n’est pas nub •-? *Vi 

seroni aux environs du point (<»,o, -.5 r^o) d<*s fonctions 
sjnecliqiies de el/|, tp, seroni les rarines 

d’ufie equation alg<^brique, a coefficients s\ tiect!que>. 

La eotidition D'= o expriiiie d'ailleurs qu’il exisic une 
^adjotnte ^ =rr. a,©| passant par les points 
^alisfaiMinl, en outre, aux relations 

2^>*«*i=o. 

lesqtielles exprimeni <pie p de ses points d’interseclion a\ec / 
sent Concentres an points aip :rz...:=:= a^Q. 

614 * Kous avons ainsi elucide la nature des fonclions 
atix environs dll point 1^* seule 

condition que les points a,®, ne soieiit pas sur une 

fn^me adjointe f de degre n — d. 

Soit<|^ une fonction rationnelle de 5, 1/, cjui ne devienne 
iafttiie #« aiicnii des points mmA ux environs du 
lioinio^fOn aura pour «<) un dcvelo|>peinerit en 

|»iu»sances tel que 

-H jS, *.. 

1.4?$ sicuiiities Sit Sa, des puissances semblables des 
f I//) seroni doticdes foneiionssjrieeiiquesde 
f^* D'ailleurs si lesd^velop- 

jp 0 iiie#i<Mc awont les inlmrs coef- 
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iicienls. Les d^velopiieinents deS,, Sj, ... nc coniiendront 
done /i, ..., iTjt que par les soitimes S3, ... de leurs 
puissances semblables, qni soul synecliques eii e,, ...,ep. 

Done S|, S3, ... seront elles-menies synecliques en 

Si, conlraireme»it a ce que nous avous supposes eii premier 
lieu, *l (5, u) cleveiiait infini en quelqiriiii des points 
(tpQ tel que fiio, les develuppemenls de S,, ... conlien- 

draienl des puissances nrj^alives de /, (on, si (fp.or 

dcs sonunes de puisscuices iicgati\es scuibKibles de 
lesquelles sont des qtiolienls do fonelious M ueclitpies. 

Done (oiile fouction raliontielle syiuetriqin* Q des 
quantities w,) sera aiix environs dn point (^,0, ep^^) 

«iue fouction synecllque <le on un quotient de 

foneiious synecliquo''. 

i)n don fie a ces fond ions () le nom dc functions 
ab^liennes, 

Olo. Faisons variei* ..., Cp a paiiir de leurs valeurs- 
iriiliales; on pourra snivre de [u oi lie en proehe le niouvemenl 
des points a^j .ap el la vaiialion d(‘s foncliotis* Q, On ne 
se trouvera arrete fpie lorsqne fes points 
atteindront des |>osiitions a',, idlesqu’ils soienl silues 

sur nne infiine adjoinle d<" degre n — 

11 esl ai.sti de determiner les valour^ e'des variables 
indiipendantes pour lesquellesceltecircon^tancese produira.. 
(mnsidiVons, en edd, tine adjoinle variable, delcrminee ^ 
eJiaqtie irhstanl par la condition <)e passer par les points 
Dans S4 premi<yre position ©«, elle coupera f 
auK points P —* aulres points 

^1, Dans sa position finale elle la coupera aux. 

poirUSii^j, el en/> — a autres points 6|, bp^u- 

On aura, d’apnH le tbi 5 oriime dMbel, 



SHM^ M oMkruhu vttt* 

00 a iil’ouife part, d’apris i’d()iiattoo ^ot % 

(5) 2' r‘dE*«ei~.e*. (^~i.a,...,p). 


On €11 d^duH 


I’--** 

(6) eJt—€ ao:=s / r (4: = i,.,m/?) 


Ces systfemes de valeurs singiilieri des c|ttanti)^^ r* ne 
d^fiendent, comme on le voU, que de /> — a points va- 
rialbles 6^ 


616* R<5ciproqiieinefit tout sj^st^;nie de valetirs e', e" 
d^fini par Jes relations (6) constiiue, quels qne soienl les 
points 6|, un point d’indelerminalioii comniun a lotUes les 
foneitons al>^lieiinf*s. 

Ell eflet, par Ics p — a points 6| nous pouvons faire passer 
tin f^isceau d'adjoinies de degr^ n — 3. Soient f Tune 
quelcoaqae dVrilre elles, isrj, a^sesaiilrespointsd^iiiler- 
aeclton avec/. Faisons d^m're aiix points mobiles ai,,.., ap 
des lignes quelconqnes L |>Lp parUml des aii>, ap^ 
el aboatissant a a]y a'^, Les fonctions e* definies par les 
•(^quaiioiis (a) varieront suivant une ioi d^termin^e et leurs 
Yalenra ifiales seroni doniiees pr les fonnules (5)> o«^ 
eii verui des Equations(4), paries lormulesiiquivalenle^ (6), 
iesquell^s soul ind^pendaiues de ladjointe particuli(f*re f qtic 
I’on^l eboisie. Si done, consideiant les cm comme variables 
indilpendentes, nous les faisons vatier de e^a ^ e'^ suiiant 
Hite loi eonvenable, les points ♦»,, Up viendront atm 
ptilioni finales a^. Orcelles^ci, variant avee le cboiat 

4e rad|Hfnie y, »ont ind^ieriniinSes. 

1 

tt*es Conetions ab^liennes sont unifornieB. Nous 
blfimia Wile proposiifoii en menkant leur identity ateo 
unif<»i^es par leer d^lintitHiifitiiHe* Nona 



<111 iiK^fii^ t0fD{>s pt'obi^tiie de {’inversion, en 
dn^antfii tewr eitpri^fiiioii eApliciie en fonciion de <?,, 

€18* Soi^fii 

==: rj 4“ , ..,, r,, r:: -h /r" 

p variables completes ind^pendanlcs; 

<4/ tr df/ezr: 4- {kzz: i, /=ri, 

des constantes complexes en nombre/>-*; m,. mp des 

enliers r^els, variables de—00 a -f-x. D^sJgiionr> par o la 
forme c{uadraiic|ue 

par ta forme lineaire 




2 niiV^, 


el consideions la seric 

( 7 ) »(<’,.‘v)= 2 

w, 

Elle sera al>s(di}menl convergenle, sj la forme 
y" — y <i\,mKmi 

dm^ki 

Chi toujoiiis posiii>e (sauf si ions le^ m sonl ouU)* 
l^osons en eflei 


+■= 2 . 


2 WAi»4. 


Le lerme general de la s^rie # aura pour module c 
Or si les indices w,, on ^eulemcnt quelques-uus 

d’entre eux, croisseni ind^Minimcut, 0^4- teadra vers x, 

el la ) ^ *'^*‘** con^e^genle, si 

(i> 4 318)* k plus forte raison la s^rie doat 

les dceroisseut pUisrapidemcat. 




--- €WAm«K yau 


Si Ton derive terme k terme b s<5rie © pai* rapport 4 Twne 
des variables on obliendra de nouvellcs series, dont la 
convergence s’^lablil de Done 6 sera tine fonction 

aixaijlit|ue dei^, i>, nniforme elenti^re. 

6i9- Elle est paire, car elle n’est pas all^ree, si I’on y 
change le stgne des variables, pourvu qn'on change cn mime 
temps le sigoe des indices de sommation. 

Elle reslc egalemenl inali^r^c, si Ton accroil de ri»nii <5 
woe des variables Pp; cvir son terme g^m^ral »e 

reprodtiii, intilliplie par une puissance do = i. 

Rempla^ons enfin tm des indices de sommalion, telque/W/, 
par nt/ —i, el changeons en iiieme tenq^s e<, . Pp en 
©-f-?!/ sera chang/'( it © -h ^— 2(7 — ^///. 
Nous oblenons done la relation 

( 8 ) - .Pp’-hffpi) = B{i\, . 

Done, si nous reniplacoiis plus gt5neraleinenl e«, 
par de nonvelles quaniilt^s defmies par les 

relations 

{9) ^ (/ rr I, 

♦‘t /i/ etanl des enliers, © se reproduira, miihiplie par un 
facleiir exponentiel. 

Nous dirons que deux sjsleines de (juaniites e et p\ litis 
par des relations de la forme ( 9 ) sont iiqunHileuts; et nous 
reprtisenieions Ttiquivalence par le signe h:. 

620. On pent prendre pour conslantes du les secondes 
p^riodes cjcliques des p inlt^rales norniales de premttire 
esp^jce E|, E^,. Elies saitsfoni en eff’et (599) a la relation 

faul, en oitlre^ pour la convergence, que la 
forme positive. Mats cette condition sera Egalemenl 

reipplie- 

ConatcMrons, enetl’el, I’iiit^grale de premiere esptee 
. E ss: nit E| 4-... iHpE.©© P -f- 04 
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Ses p^dodes cjcHques soi^l, pour la premiere 
et pour la secondc moltie 

.-h ntpdpp, 

L’lnt^grale J*PdQ ^era positive (575). Or nous avons 

trouvo (583) I’eicpression do cetle integrale; ici elle se 
r^duit h 

/II j (//t j j *4~ .. • -+- p dp I ) 4" ... 

4 - ^^fp{mtd'lp-h...-hmpdpp) z-o'\ 

6t2l. Les coefficients r/^/ tHanl ainsi cboisis, posons 

(»jrr:Ej(5) Cj, ‘‘m 

Cl, ..., (^p elanl des pararnelres. Par celte subslilulion, 0 <e 
chaugera cn une foiiction de la ‘^eule vaiiable inde- 
pefidanlc z 

. Kp{z)^ep]zr.O(z). 

donl nous aliens etudierles proprieles. 

A une position donin^o a du point z sur la surface dc 
Rieuiann eoiTes|K)nd(*nt, sin\ant le cbeinln suivi par la 
variable pour par>enir cn cr^ uiic infinite de s^sleraes de 
valcurs dcs integralcs H,, E,,. Designons par E 4 (a), 

E^(^/) 15in de ces sustcinesy cboisi a volonle; les atilres lui 
seront tWideininent ecjiiivalcnls. Done Ics diverses valeurs 
que 9 pent acqtierir au point a ne diflcrenl que par des 
faetcurs exponentiels. Ceux-ci u’^lanl ni uuls ni infinis, on 
voit que la fonction 0 s'aanulcra loujoiirs anx menies points 
de la surface de Ricmann, quel tpie soil le chemin suivi. 

Elle ne pent d’ailleurs s’annuler en un point donn^ a que 
pour des valeurs spciciales des paramelres; oar 9{«)» se 
pr^senfiaiU sous la forme d’une s^rie de puissances positives 
et negatives des exponentielles dont les 



mmm Mum ^ d9w»itii« wi# 

m miU (mt e# mm 4^ etpw^tMla*) 

n# ^ut i^^ananter cjnek i^ue soieni 0t^ ipf» 

A/^rimri^ %{$} ne peot s’^nnitl^ir iitc^ntiqiM^iiieiit 
fom syst^mt^s parii^siihers de valeurs de ei, 

^carterous provisoiiement, 

fi 8 ®* Le$ zhw <i*j, ... de 8 ( 5 ) soni de$ points isoMs* 
En oflet, aiix environs d’un point quelconque E|, 
reslant (iaifs^ soni ddveloppables suivant le$ puissances 
emigres ei positives d’un paramHre /; on en didnit pour 8 
tin d^veloppetnent 

$ = S (/, ^,.,, ) 

sutvanl les puissances entities et posili\es de e^, ...» 

(le developpement permet de suiiie la \anation de 8 anx 
envitoxis de a; et en uliltsani des d^veloppeinents coniigtis 
k eelui4^, on poarra suivre cetle \arialroti tout lelongd’une 
ligne queteonque (i. 341 et sunanls). 

O^aiileurs, le d<5\eloppemenl S ne pent s’annuler qu’en 
des poitiis is>ol^s, s^il ii^esl pas idenyqaemenl mil (t* 1, 
339). Mais, dans ce cas, les d^veloppeiuenls contigus le 
seraient i^ussi;8 serait done nul stir touie la surface de 
Biemann, hjpolhese que nous avons cxclue. 

Ces airps ^tant isol<^s, iJ n*en extsiera qu^un noinbre fini 
dans touti portion finie de la surface de Ilieinann; inaisils 
font ^galement en nombie bni dans les €n\irons de cbacun 
des n points k rinfini; leur nombre total est done boni^. 

Enfin, lls varient d’une mani^te continue avec Ci, e^* 
Spient^ # effet) a Ttin de ces a^ros, p son ordre de inuhipli- 

S{/,C|, . 

^ ^racifieS nuUes, adnieUra, pour <k* vajeai** 
ejt inStijneiit voisioe* d« cellos que I’ch coosid^i'C^ 
|ib petUes (1^). 



^1^^ p 0 t>r Mitmimt k ni^mbre q de» titou -m 

an point arbitrairo O aax p r^trosections, par das 
iHook M^QP/Qr*3Dr*Mir* tracds de matii^re k eviter oes 
adfOf« Soil, oonime pr^c<5demmeiii, K ie contour consiiui^ 
par ces }acct$. II trafi^forme la surface de Riemann en une 
autface siraplemeut connexe, dans riuUrieiir de laqueile 
Eh E/>, ct par suite, 8, seront synecliques. I^’inlegtale 

—^ f dlo^Q 

^TZlJ^ 

sera done <5gale a la somine des rt^sidtis de pour les 
points /*,, Or, a un zero a de iiniluplicil^ [x, corres^ 

pond un r<^sidu {x. La valeur de Tinlegrale >era done egale 

kq. 

Pour la calculer directement, chercUons la valeur de 
VinKigiale prise le long des lacei^ M/C/D/(j,**D 7*M7L 
Lorsqu’on d^crii la parlie C/D/C/'D/ du lacet qui 
s^pare M/ de Mj*, E|, V.p et, par suite, 0, - > 
reprennent an retoiir leurs valeurj> primitives. Done 



Lorsqu^on d^cril le contour C7S les mtegrales E|, 
reprennent leiirs valeurs primitives, sauf qui diininue 
dVne unite; 8 , — ne changent pas; done 

itZ 



Mais, lorsqti’oa dicril D/, E,,..., Ep s’accroisseol respec- 
tivement de rf,/, dpt\ 0 «se reproduit, par 

dimintie de aitt ; done 



SECOKM PARTI®. ClUPfTRR Till. 


Chique keet donnaxii uii r^s^uUai aa«logaf», I’iati^gral© 
lotale esl 4gale 4 p. Done la fonction 5 admet p &4ros^ 


624. Calculous de inline I’int^grale 



Elle sera ^gale a la sorntne des rc^idus de la fonclion 
E* - T soil a 

(1 = 1 ,...,/.), 


d^siguant la valeur de E;^ au point at lorsque la 
variable z se rend de sa position initiale au point at en 
restant dans la region 

Caiculons directemenl celie inl^grale. On a encore 


f*f =»• 

el de inline 



car Ea, ne ehangent pas qtiand on dt^cril C/^ Mais si 

1 Ea diminuant d’une unite, on aura 



Or, le long de Da, iog& s’accioit de 
2 (Sa - ^A ) — duic] 4- 

^A d^sigoRUt tm entier el ea k valeur de Ea an common* 
cement di| oonionr Da* Done 

utri j 2 

fee$qii^on d^crit 0|, Ea s’acerolt de du ei 
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d^croti de 2 it« Done 
as 



Or, lorsqu’on dtVu'il C/, E/s’accroit d’une unite, el^.logO 
d’un nombre eiilier, qu'on pent n^presenler par —- A/—i. 
L’expressioii [ireeedenle so leduil done a 


SI done nous posons, pour abroger. 


£a --H 





qiu'ialile iudop^uidatilo dos |)araiiiotrcs Oy,, nous 

aurons (inalement Tegalilc 


et, |)ar suite, roquivaleneo 

( 10 ) V («,)=:<',-a* (A = 1 , .. .,/>), 

E| (a/), E;, {at) desiguanl I'un qiiciconque de» svsleines 

de valeurs que les integrales Ei, Ey, peuvenl prendre au 
point Ot, 


62lo. Supposons quo les paramclres Oi, \arient 

progress!veaicnt 4 parlir des valours initiales Cio, 0 ^, 0 ^ 
Soient am, fAvo^ de la fonciion 6 a rinstant 

mitiab Us varienl on nuime temps que les paramljlres en 



4iMv»itt iei ligm^B eonliuues L,,..., hp. 
fnitiol 

^^Et(a/o) — flT* ik=:l, . .t,f). 

RetranchoDS ces relations des pr4c4dentes, tl viendrs 

2 [! [E*(a/) — E*(aM)] s e* - e^,. 

*/ 

et {iftr suite 

(/f 3r I, .,., 

Mais; 4«iis ces derniere^ reblion^, les deux memhi^es uni 
des valetirs emiiremeni il^lcrrain^es; iK \drient d^ine 
nuani^re eonltnite el s^anntileiti ions deux k rinsiaiit initiaL 
Ils sontdonc nou seulement ^(juivalents, iwais 6^mtx (880)* 
Notts retombons ainsi sur le «iysi^me des equations (a). 
Nous avows vu que celles-ci jiermellent de suivre le d<5|>la- 
eement des poinl?> ,i,, ap Jorsqiic ep varieul, taut 

que ces parameires tie passetil pas par un spt^ine de valeuts 
e', e'^, de la forme (6). 

Nous avons vn, en oiitw, que pour un syslAmc de valeurs 
de cetle fonsie. les posilioos des points a,, ..., Op cessent 
d’^e d^lecmio^e-*. La fonction 

0(lii «!, ..., fc.^ ^fi)’ 

au lieu dVvoir/) z^ros, en aura uiie infinil^; eile sera done 
idefttiit|ueiiiient nulie. 

S9S< Ocr peui eonstruirc une fonction 6 adntettant p z6r&» 
itpilonn6s arbitrairetnent. ti suflira pour cela de 
ddfernoioei^ «•! ep par W Equations (a). Leslignes iW 
jpoiftwat traces & volont^ eptre les points er/o et on 
Ipourra iat^ai’re it la question par une inlSnii^ de s^'sbfenieft 
dft4«lebnti* «<<•) loiJB (^aivatenls entre eux. 

' (* 

*' jUt, IfAis «vo«i^ aioai dtaldt I’ejitstencc d*«a aysftioie «te 



vtteiit** 4^1 paraiuMres lel fjiie h tommn I s’anintle atix 
pointy ap. Mais les ^qmtiom (a) qui nows 

ortt jPo^rni ee r^sultal seraient pew propres an calctil effectif 
de oes valetiis, cdtolles conliennent les consianies a^©, 
qii’il serait malais^ de determiner. 11 vaut mieui^ rctonrir 
mTH equivalences (lo), le caicnl des cowslantes ata etanl plus 
facile^ Ces formules donnent 

+ <yx. 

D’apr^s ce qiie iious venons de voir, il faul et il suffit que 
les e* aieiil celle forme pour quo la lonction 

(n) e|: ^ Ep(z)~^ep] 

ail pour z^ros les points ap, 

Supposons ei, ep aiUM ehoisis. I\»r les points Up 

fatsons passer ulie adjoinle d^ordre n — d; elle C4>upera / 
en/> — I nouveaux points a^, ap et, tra|)r^js le ih^orcme 
d’Abel, les expressions 

2 ^E«(a,)-+-y^Ei(a,) = r;; (A = i. . .,/>) 

t 

resleront consumer si tij,, ..., (tp \aiienl (ou du moins 
sei'ont ^quivalenlc'* a un sjslcme de coo'tantes). Pour les 
calculer, on pourra assigner a a^, ..., un systemc de 
vaieurs paniculi/res; pai des operations alg^briques on 
d^teriniaera les points *j, a^; et par des quadratures^ 

on obtiendra les quanlitdsT«. 

Cela posi5, consid^rons a, Oj, ctp comine constants, el 
«« eonme une variable. L’eipression (i i) s'annulcra pour 
<l«s 9 a;niais elle s’annule aussi, que ,ue soil s, lorsque 
a,, *tp sonl stir one in^'ine adjointe d’ordre w — 3 (6Slo). 
Done elle aduet aussi les adros a*, «/,. D'aiHeurs, la 

fonetion % etaul palrc, elle pourra se nieltre sous la forme 

ate,-E,(a), Ep(a)J 



ilKSOkBlt — CixMfItK mi. 


en (Kisaiit 

**—£*{«)—2 E*(a/) — <r^ 


E*(») -t* 2 ^ Et(a,) —Ti —(T* 


(1 = 1, ...,p). 


Poor qu’elle admette les z^ros 5 , a^, ..., a^, il faudra 
qu'on ail 

*' — tji — crA.3^#* d’on :s: — - T/ . 


628. Soient fomme prcc^deinmcnt (S|, «,), .... (Sf,, tip) 
les coordonn^es des zeros ..., ap de la fonclion 9; rt 
soil 


X(s, «) = 


'V(s,it) 
4>(5, «) 


une fraction ralionnelle qiiclcoiique en 5 , h. Lcs p quantiles 

Z< — 7.(" • 

sont les mcines rl’une eqiialioii de degre // 

H ( X —' y /) \ ^ -h ^ I \ * -f-. . . A ^ cr o, 

doiUles souldc** fonctions iimforme^de 

etie probleifie de Fiiiveriiiofi cotisiste k irouver rexpre'>5ioa 

de ces wefficieah. 

>ioi|8 peMV0»<5 (ividemmeat sii^poi^er, pour traUer celie 
questioni que le degr«5 ^ # est m moim %al A celm de W; 
e^r daii^ |e eas contraire if siiffiraii de former qtii 

% powr rlcittes lesi 


fHouiid^roiis le fraclfoii 
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X a»e eoostaDte. Elle a t^vkJemment pour 2^ro» 

oeux des ppints d’iatersei iion de / et tie a<I> — V dont k 
position dc^pend du param^^trcX. Designons-lespar 6},,,*, 

Si X varie de inanifere a lendre vers oo, ees points d^crlront 
des Jignes L|, ahoutissant a des points bx, bg qui 

soot ceux des points d’mtersection de/etde qui »e sonl 
passur krourbe Ces points 6|, bq seront lespdiesde 
k fraction. 

Soit Ea une integrate normale de premiere espece; 
designons par Tune quelcoijygue des valeurs qpi’elle 

prend au point bm et par Eu {h^^) celle de ces valeurs au 
point bln qui est tl<5terminee par la ielation 

EA(bin)^ f dE.^EUbn,). 

On auia, dkpres le theoreined’Abel^ 

o =2 / =2^ ^ ^ 

wi Wl 


630. Cela pose, considerons {’expression 

\ II 0 [ b| ( b \) et, ... ^ hft ( b]n) 

^ ^ 1J| 0[E,(^«)-e.. E,(bn,)^e,,\ 


Reittpk<;;ons lesquaiilites e*, ep par ieurs valeurs 
4- o'a ^ 4 ( 04 ) —^ Ea (off) 4- Ta 4- 0*4 

s (a,) — 2 [ *^< (*<) — «^A • 


et ebangeons les sigoea de tous Jes arguments, ce qui n’alt^re 
pas les fonctions paires 0. Cette expression prendra la 
ibrme 


r^eiEja.i- 


.•< Ep(gt>- 

' • > (Uj) • 




4i 



f4Mitis. •* atumwi vm. « ^ 

^ ]^)^f «}»r«g«r, 

2 " fi 

E*(«() + ff*. 

* 

Coiis((l4ir^e coin<n« fonction tie a«, eli« est uniforms sitr 
lotite la cnrface de Rienaann; car chacnn d« ses fa«tenra 
rafsie inaltdrd si Ton acci-ott d’ua entier I’une des intigralas 
el si on les accrott simullao^ment des 
Ikdnodes dit, dpi, its sont respectivcmeni multiplies par 
des exponentielles, ajent pour somipe de leurs exposants 

««it) —• — E(*„)] 5= o. 


Chaque facteur du numeralenr adinrt d’ailleiirs pour z^ros 
ies points Aj) ..., Xj, et Tun des points 6],. Le facteur corres- 
pondant d« denominateur a les memeszeros, sauf qtii est 

remptace par b„. 

Done Hf considere comnie dependllnl de a,, est une 
foOcUon rationnelie des coordonnees Zf, Ui, ajantlesmemes 
iSdros et letf mtoies pdles que la fonction 


Done eHe est dgale aii produit de celte fonction par un 
faetenr inddpendant de z,, u,. 

Comme'on pent faire le mdme raisonnement pour Chacun 
des pointla*, Op, on.aura jliiialement 

(. 8 ) ^ S CW^a - X,) = . . 1 , 


C dlanl nfe constante, qu’on pourra determiner en assiptaot 
& aff )i.p an sysltoe de valeors particuliferes. 

(jtopnant suceessivement k Xp valeurs parliculiAre# 
noas pbtiendrons p relations de fa forme 

(A . • «,p), 

ftiSaa djMtoera les eoelgeientsAt) Xf- 






St^K^nt (4*, Ilf), (zp^ Up) p pomis variables, 
4 ^fivaal des lignea Lt, entre lears positions tniitales 

Ufi, <tp etleors positions finales 6 |, m., l^p^ Posons 

-f* f dEt/fZz:Wi^{bi) 

et eonsid^ons la fonction 




1 ^ S/ E^(/^/) grit, «.,] 

^[7 . , B*(5 ) 2/ — Zki . . .] 


C’esI nne int<5grale ab^lienne. En efiet, si Ton fait d^crire 
a z no contour ferm^ qtielconque, les valeurs initiales de 
Ei{z)^ ..,j ¥^p(s) seroni reinplacees par des valeurs finales 
Equivalentes; le quotienit des deux fonctionsO se reproduira 
itiultipliE par line exponentielle dont Fexposant esl une 

d I 

consUtile, el s« dErivEe logarithaiique ^ restera inahErEc. 

CVsl done une fotftition imiforme. D’ailleurs ^ ^ a |L>our 

points critiques Ics pAles simples a, el 6,, lesrEsiduscorres- 
pendants Elanl — 1 el -h i. Done I esl bien une intEgrale 
al>Elienne, ayant les points logariihm^ues a/ et bg, 

D^ailleurs, lorsque ;; clEcril un des contours Cj, les 
fonctions B ne sont pas allErEes, el I ne pent varier que de 
multiples de St 1^1. Ses premit'^res pEriodes cycliques seront 
done des multiples de 2 rti\ Elies varient d’ailleurs d’une 
mauiere continue lorsque les points hi $edEplacent( taut que 
les lignes L, ne rencontrenl pas les coupures (i/), Mais, dans 
leor position iniliale, 1 se rEduit a la constanie log 1 o. 

Les premiErcs pEriodes cycliques, etant ntiUes k cel instant, 
resleront ielles dans tome la suite du mouvement; on aura 
d<^nc 


(tS) 

C Efaiil line constanie, ear elle n'a plus de pdlc, et ses 
premiEreii pEriodes cycliques sont nulles. On pourra, si Ton 



SSCOKM F4km. — CHAFITkK VIB. 

vi^t, fttire disparaitre cHte coasunte en changeant Torigine 
die<s int^grales 

L’^galit^ (i5) 4tant ainsa 4taklie tantqne les poinu 9 e:tbi 
ne trav«r$ent pas les coupures C/, subsistera de quelqiie 
inani^ire que varient ces quantiles, car ses deux metnbrea 
sont des fonclions analytiques des coordonndes des points s 
et b,. 


632. Supposons que les points a, se rt^unissent en un 
xn^ine point a, el les points b, en un m^me point b. 
L’dquation prec^dente deviendra 


( 16 ) 


/>GJ=log 



Ea(a) — 

Ex(s)—/>Ex(a) —ffA. 


J 

•J 


633, On pent ^galement exprimer les int^grales <le seconde 
espfece Fg' an moyen de la transcendanle H. 

$ok en effet un point j»iiue dans le voislnage du point 
6i:e 0 ; consid^rons Fexpressioii * 

l:=d:loge[.. 

On pourra de\elopper E*(y) suivanl les puissances 
entieres el positives d’un paramelre qui s’aniiule pour 
5 'sss a* 

Si s d^crit till Jacet aboiilissanl a un coiilour C/^ 

0 ne sera pas chang^; son logarilhrae ne pourra varier que 

d’tttt multiple de ari, el la ddrivde i-eslera invariable. 

Si s d^cril un lacel aboutissant a un contour D/, E* 
s’accroitra <ie dht', log9 s’accroitra d’line quantity de la 
forme 

ftiC-* a E/(s) -4- 3/> E/(;') + aar/~ -4- %miti 

{fn dtant ediier); el s’accroltra d’unc constante. 

Ocme si f»|te fonerion n’a pour points critiques que des 
ItdleSt c« t«ie mtdgniie rdduite de seconde esp^ce. 
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Or son soul pomt critique est Ic point o6 0 s’amiule, 
liOrsque z se meut aux environs de ce point, il sera dans les 
environs du point a; on pourra done d^velopper Ea(s) de 
la mimt inani^re que £^( 5 '); il n’j aura de change que la 
valcur du parametre, qui sera dilT^renie de ; appellons~la t. 

Le point z' ^tanl un zero de multiplicity p pour la 
fonction 0, le dyveloppetncnl do cette fonction sui\ant les 
puissances de t, sera de la forme 


0 — f -I- -f- a,>j t' ...). 


La panic infinit 


(u. 

sera jy 


’ r)!/? 


On aura done 


sera /; log (/ — /') el celle de 


d^l 


dH 

dP\^ 


tii (/A —1)1/>Fs-4 C, 


C dy^igaanl une constante (car e’e^jt une iiitegrale ryduite 
<]ui n"a plus de (xMa). 

Faisons enfin lendre P \ers a\ nous aurons pour dyier- 
miuer la relation 


<»7) 


dH 


0 




C. 


KIN IH) TOME ItEDXIEME. 



ERRATA, 



Um*** 





M 

Al, 


10 en remofiUpt 

x\ 

i»r 

94 

5 id. 

/! 

1/1 

ii4 

1 


sr 

1^ 

6 en descendant 

nfji„ t/jf. 

dfc,, rfe* 

i 54 

9 id. 



355 

1 en remontant 

a 

til 


it 

5 id. 

/ 

x‘ 

395 

4 en descendant 

a£*'*X. 

aS««X'» 

m 

S en remontant 

SI 

Si^ 

m 

7 id. 

, a-fl 

ft-af 

455 

7 eii descendant 

{— M) 

/(-«) 

442 

7 id. 

•i-U?. 


475 

5 id. 

6a ( 0 ) 

9 .( 0 ) 

us 

10 id. 


4^(0*+* e) 

Si 5 

6 id 

qualiies 

quaniitds 

SiS 

3 id. 

1 —. 


54s 

3 Id. 

repr^senle 

pr 4 seiite 

55 1 

3 Id. 

?»» 


556 

i3 id. 

cclk 

cetie 

58 o 

6 en reniontamt 

( « -f- <W, ) 

(w -+* > 

6of 

1 en descendant 

J soil 

I soit 

U* 

13 id* 

1 

1 


5 en remontant 

Car -i- D 

Cje?4-0 


4 id. 

scrtn des vena 

V ^ 

term 

i!fp 

9 en descendant 

appli^nant 

(reporter ce moi 
n la ligne 3 ) 
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